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Введение 
Приведем образцы заданий С3 из экза-

менационных работ ЕГЭ 2010 – 2013 гг. 
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ЕГЭ 2012. Решите систему неравенств: 
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ЕГЭ 2012. Решите систему неравенств:  
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ЕГЭ 2013. Решите систему неравенств: 

 2
1

2 4

log 12 36 0,

4 35 2 6 0.
x

x x

x x

 

   


   
 

ЕГЭ 2013. Решите систему неравенств:  
24 | | | |

2

2 3 1,
| 2 1| 18 5 .

x x x

x x x

   


  
 

ЕГЭ 2013. Решите систему неравенств:  
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Надо отдать должное составителям за-
даний, поскольку при решении логариф-
мических неравенств в заданиях С3 в ди-
агностических, тренировочных, репети-
ционных работах и в итоговых вариантах 
ЕГЭ в основном было достаточно ис-
пользования стандартных методов. К та-
ковым методам можно отнести:  

 метод равносильных переходов;  
 решение неравенства на промежут-

ках; 
 метод замены; 
 обобщенный метод интервалов. 
Кроме того, в ряде репетиционных ра-

бот для решения неравенств использова-
лись нестандартные методы:  

 метод рационализации; 
 метод оценки, в частности, исполь-

зование классических неравенств. 
Разработчиками КИМов 2012-2013 го-

да были предложены задания С3, в кото-
рых необходимо было решить систему 
неравенств (либо систему показательных 
и логарифмических неравенств, либо 
систему, содержащую рациональное не-
равенство и показательное или логариф-
мическое неравенство). 

При проверке задачи С3 в ЕГЭ 2012-
2013 гг. выставление баллов производи-
лось в соответствии со следующими кри-
териями. 

  
Отметим, что в 2010 году процент при-

ступивших к выполнению задания С3 со-
ставил 32,4%, в 2011 году – 43,4%, в 2012 
году – 37,8%. При этом в 2010 году от 1 до 
3 баллов за задачу С3 смогли получить 
только 11,8% участников экзамена, в 2011 
– 19,5% , а в 2012 году – 11,5%. Верно ре-
шили задачу С3 лишь 1,5% участников 

экзамена в 2010 году, 3,7% – в 2011 и 
2,4% – в 2012 году.  

В данном пособии рассмотрены раз-
личные методы решения неравенств с 
одной переменной и их систем. 

В конце приведен большой набор уп-
ражнений, к которым приведены ответы 
и указания. 

Желаем успеха! 

Авторы. 
  

Содержание критерия Баллы 
Обоснованно получен верный ответ 3 
Обоснованно получен верный ответ в 
обоих неравенствах исходной систе-
мы 

2 

Обоснованно получен верный ответ в 
одном из неравенств исходной сис-
темы 

1 

Решение не соответствует ни одному 
из критериев, перечисленных выше 0 

Максимальный балл 3 
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Основные понятия 
Прежде чем перейти к рассмотрению 

неравенств, остановимся на некоторых 
важных вопросах, имеющих непосредст-
венное отношение к решению этих нера-
венств. 

Область определения выражения 
Основные ограничения на перемен-

ную, входящую в выражение, связаны с 
действием деления (деление на нуль не 
определено), действием извлечения корня 
четной степени (корень четной степени 
определен для неотрицательных чисел), 
действием нахождения логарифма (лога-
рифм с положительным основанием, от-
личным от единицы, определен для по-
ложительных чисел).  

Из определения корня натуральной 
степени следует, что выражения вида 
6 4 , 2 5 , 0 8  не определены. 

Из определения логарифма следует, 
что выражения вида )4(log3  , 0log 7 , 

5log 6 , 9log 0 , 15log1  не определены.  
Отметим, что решение неравенств с 

переменной включает в себя нахождение 
области определения данного неравенст-
ва или по-другому – области допустимых 
значений неизвестной неравенства. 

Следствие и равносильность 
Если множество решений неравенства 

A  принадлежит множеству решений не-
равенства (системы, совокупности) B , то 
неравенство (система, совокупность) B  
называется следствием неравенства A , и 
это обозначают BA . 

Если множества решений неравенства 
A  и неравенства (системы, совокупно-
сти) B  совпадают, то эти неравенства 
(неравенство и система, неравенство и 
совокупность) называются равносильны-
ми, и это обозначают BA . 

Как правило, преобразования исполь-
зуют для того, чтобы в неравенстве осво-
бодиться от знаменателей, от знаков кор-
ней, от знаков модуля, от степеней, от 
знаков логарифма, и привести данное не-
равенство к более простым неравенствам. 
При этом выполняют преобразования над 
обеими частями неравенства, используя 

свойство монотонности соответствующей 
функции, или преобразования отдельных 
выражений, входящих в неравенство, 
применяя формулы. Применение форму-
лы для замены одного выражения другим 
может оказаться неравносильным для не-
равенства.  

Приведем примеры равносильных пе-
реходов. 

1)  3loglog1log 333 xx .3x  
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Системы неравенств 
и совокупности неравенств 

Решение неравенства с использовани-
ем равносильных преобразований часто 
приводит к решению системы или сово-
купности неравенств.  

При решении системы неравенств с 
одной переменной обычно решают каж-
дое неравенство, затем находят пересе-
чение полученных множеств решений.  

При решении совокупности нера-
венств с одной переменной обычно ре-
шают каждое неравенство, затем находят 
объединение полученных множеств ре-
шений. 

Две системы (совокупности) нера-
венств называются равносильными, если 
множества их решений совпадают. 
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Приведем примеры решения системы 
неравенств и совокупности неравенств. 
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Методы решения неравенств 
В зависимости от трактовки или ин-

терпретации неравенства различают ал-
гебраический, функциональный или гео-
метрический подходы в решении нера-
венств. 

Первые два подхода различаются в 
понятии неравенства, которое рассматри-
вается либо как сравнение двух выраже-
ний, либо как сравнение двух функций. 

При алгебраическом подходе выпол-
няют равносильные общие (над обеими 
частями неравенства) или частичные 
преобразования неравенств (отдельных 
выражений, входящих в неравенство).  

При функциональном подходе исполь-
зуют свойства функций (монотонность, 
ограниченность и т.д.), входящих в дан-
ное неравенство. 

В некоторых случаях алгебраический 
и функциональный подходы взаимно за-
меняемы. Это можно проследить, начи-
ная с определения неравенства. Поэтому 
далее в преобразованиях неравенства мы 
используем утверждения, придерживаясь 
алгебраической или функциональной ли-
нии. Например, утверждение «Если обе 
части неравенства )()( xhxg   возвести в 
одну и ту же нечетную степень, то полу-
чим неравенство )()( 1212 xhxg nn   , рав-
носильное данному» можно заменить 
другим утверждением «По свойству 
строго возрастающей функции 2 1,ny t    
n , на   неравенства )()( xhxg   и 

)()( 1212 xhxg nn    равносильны». 

Основой геометрического подхода яв-
ляется интерпретация неравенств и их 
решений на координатной прямой, коор-
динатной плоскости или в пространстве, 
что позволяет перейти к равносильным 
неравенствам, опираясь на геометриче-
ские утверждения. 

Сравнение чисел 
Иногда при решении неравенств од-

ним из трудоемких этапов является срав-
нение значений чисел для правильного 
расположения их относительно друг дру-
га на числовой прямой. Это возникает в 
случае объединения или пересечения 
промежутков, числовые значения концов 
которых выражаются через радикалы, 
логарифмы и т.д. Приходится сталки-
ваться с необходимостью сравнения чи-
сел без помощи микрокалькулятора. Рас-
смотрим некоторые подходы к решению 
задач такого типа. 

1. Сравнение числовых выражений 
При решении различных неравенств и 

их систем на этапе получения ответа, в 
частности нанесения их решений на одну 
числовую прямую, приходится сравни-
вать числовые значения, соответствую-
щие концам промежутков, из которых 
состоят соответствующие множества ре-
шений. Довольно часто подобное сравне-
ние является не очевидным и представля-
ет ключевой этап решения задачи. На 
помощь приходит использование свойств 
числовых неравенств (к обеим частям 
можно прибавлять одно и то же число; 
можно умножать обе части неравенства 
на положительное число и т.д.), а также 
некоторые специальные приемы. 

Здесь не требуется находить значения 
чисел с точностью до определенного де-
сятичного знака после запятой. Но с дру-
гой стороны, для старшеклассника счита-
ется известным десятичные знаки после 
запятой некоторых чисел ( ...;41,12   

...;73,13   ...;71,2e  ...14,3 ), кото-
рые он вправе использовать при сравне-
нии чисел, точно так же, как знание сте-
пеней некоторых чисел ( ;121112   

;21663   1024210   и т.д.). 
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1.1. Методы сравнения  
числовых выражений 

При сравнении числовых выражений 
A  и B  используют следующие общие 
методы. 

Метод сравнения с нулем  
разности выражений 

В этом случае сравнивают разность 
выражений с нулем.  

Если 0 BA , то BA  ;  
если 0 BA , то BA  ;  
если 0 BA , то BA  . 

Пример 1. Сравнить числа 1
6

1
  и 

5
4

 . 

Решение. Найдем разность  

65
65

5
1

6
1

5
41

6
1 







 . 

Так как 062565   и 065  , 

то 0
65
65



 и 

5
41

6
1

 . 

Ответ: 
5
41

6
1

 . 

Метод сравнения с единицей 
отношения выражений 

Если выражения A  и B  положитель-
ны, то для определения большего из них 
можно сравнить их отношение с едини-
цей.  

Если 1
B
A , то BA  ;  

если 1
B
A , то BA  ;  

если 1
B
A , то BA  .  

Пример 2. Сравнить числа  
2012

2013
2 1
2 1




 и 
2013

2014
2 1
2 1




. 

Решение. Пусть A  – первое выраже-
ние, а B  – второе. Поскольку они оба по-
ложительны, то рассмотрим их частное  

2012 2013 4026 2012

2013 2014 4026 2012
2 1 2 1 2 5 2 1:
2 1 2 1 2 4 2 1

A
B

    
 

    
. 

Так как числитель получившейся дроби 

больше знаменателя, то 1
B
A . Отсюда 

следует, что BA  . 

Ответ: 
2012 2013

2013 2014
2 1 2 1
2 1 2 1

 


 
. 

Метод разделения выражений 
Если удается показать, что одно из 

сравниваемых выражений А больше не-
которого числа (или выражения) С, а 
второе В наоборот меньше него, то пер-
вое выражение будет больше второго, т.е. 
из неравенств BCA   следует нера-
венство BA  . 

Пример 3. Сравнить числа 5log2  и 
6log 3 .  

Решение. Заметим, что 5log2  
24log2  , а 29log6log 33  . Следо-

вательно, имеем 

6log5log6log25log 3232  . 

Ответ: 6log5log 32  . 

Метод использования параметра 

Пример 4. Сравнить числа 3 60  и 
3 72  . 

Решение. Представим первое число 
следующим образом 33 )78(460  . 
Пусть 2a  и 3 7b . Сравним выраже-
ния: 

3 33 )(4 ba     ba     
 )(4 33 ba     3)( ba     
 )(3 33 ba     )(3 baab     

 22 baba   ab   2)( ba   0. 

Так как ba  , то 0)( 2  ba  и тогда 
33 7260  . 

Ответ: 33 7260  . 
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Метод использования свойств функций 
В этом случае для сравнения выраже-

ний используют монотонность или вы-
пуклость функций на промежутках. 

Пример 5. Сравнить числа e  и e . 

Решение. Заметим, что  
e  e   eln  eln    

 eln  lne  
e
eln



ln . 

Рассмотрим функцию 
x
xxf ln)(   и срав-

ним числа )(ef  и )(f . Функция )(xf  
определена при 0x . Ее производная 

равна 2

ln1)(
x

xxf 
 . Так как 0)(  xf  

при ex  , 0)(  xf  при ex 0  и 
0)(  xf  при ex  , то функция при 

ex   принимает наибольшее значение на 
всей области определения. Значит, 

)()(  fef , откуда следует, что ee  . 
Ответ: ee  . 

Графический метод 
Графический метод удобно использо-

вать при сравнении двух выражений, ко-
торые частично одинаковы (равные пока-
затели степеней, равные основания сте-
пеней, равные показатели корней, равные 
подкоренные числа, равные основания 
логарифмов, равные подлогарифмиче-
ские числа и т.д.). 

Пример 6. Сравнить числа 6log3  и 
6log4 . 

Решение. Построим схематично гра-
фики функций xy 3log  и xy 4log  (см. 
рис. 1). 

Сравнивая значения функций при 
6x , получаем 6log6log 43  . 

Ответ: 6log6log 43  . 

Метод использования 
классических неравенств 

Обычно достаточно знания следую-
щих классических неравенств: 

неравенство Коши:  
при любом n  для неотрицатель-
ных чисел naaa ,...,, 21  

n
n

n aaa
n

aaa



...

...
21

21 ; 

неравенство между средним арифме-
тическим и средним геометрическим 
неотрицательных чисел 1a  и 2a  (слу-
чай 2n  в неравенстве Коши):  

21
21

2
aaaa




; 

неравенство для суммы двух взаимно 
обратных чисел:  

21


a
a ; 

неравенство Бернулли:  
для любого n  при 1x  

nxx n  1)1( . 

Пример 7. Сравнить числа:  

а) 
2log

1
5log

1

52

  и 2; б) 200 2  и 1,005. 

Решение. а) Заметим, что 02log5   и  

2log
12log

2log
1

5log
1

5
5

52

 . 

Выражение в правой части равенства 
представляет собой сумму двух взаимно 
обратных положительных чисел, отлич-
ных от единицы. Значит,  

2
2log

12log
5

5  . 

б) Возводя оба числа в двухсотую сте-
пень, получим: 

200 2  1,005  2 200)005,1( . 

Используя неравенство Бернулли, имеем:  
Рис. 1 

3

y

x1O

2
1

6
2


4
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200 200(1,005) (1 0,005) 1 200 0,005 2      . 

Значит второе число больше первого. 

Ответ: а) 2
2log

1
5log

1

52

 ; 

б) 200 2005,1  . 

1.2. Сравнение действительных чисел 
При сравнении действительных чисел 

используют следующие правила. 
● Всякое положительное число боль-

ше нуля и больше отрицательного числа. 
● Всякое отрицательное число меньше 

нуля. 
● Из двух положительных действи-

тельных чисел больше то, у которого це-
лая часть больше. Если целые части рав-
ны, большим считается то число, у кото-
рого первый из неравных десятичных 
знаков в их записи в виде десятичной 
дроби больший, а все предшествующие 
одинаковы. 

● Из двух отрицательных чисел боль-
ше то, у которого абсолютная величина 
меньше. 

Пример 8. Сравнить числа  

 , 10  и 3,14(15). 

Решение. Так как ...14159,3 , 
...16227,310   и ...141515,3)15(14,3  , 

то видим, что совпадают целые части и 
цифры десятых, а цифра сотых у числа 

10  больше, чем у числа   и 3,14(15). 
Следовательно, 10  и )15(14,310  . 
Соответственно, у чисел   и 3,14(15) 
совпадают первые четыре цифры после 
запятой, а пятая больше у числа  . Сле-
довательно, )15(14,3 . 

Замечание. Данный пример приведен 
для раскрытия правила сравнения дейст-
вительных чисел, записанных в виде бес-
конечных десятичных дробей до опреде-
ленного знака. 

Ответ: )15(14,310  . 

1.3. Сравнение выражений, 
содержащих дроби 

При сравнении двух обыкновенных 
дробей используют следующие правила. 

● Из двух дробей с одинаковыми зна-
менателями та дробь больше, у кото-
рой больший числитель. 
● Из двух дробей с одинаковыми чис-
лителями та дробь больше, у которой 
знаменатель меньше. 
При сравнении двух обыкновенных 

дробей с разными числителями и знаме-
нателями их можно привести к общему 
знаменателю (или умножить обе части 
сравнения на общий знаменатель). 

Пример 9. Сравнить числа 
17
15  и 

26
23 . 

Решение. Приводя дроби к общему 
знаменателю и используя первое прави-
ло, получаем  

17
15    

26
23  

2617
2615

    

1726
1723

    

 2615    1723   390   391. 

Отсюда следует, что 
26
23

17
15

 . 

Ответ: 
26
23

17
15

 . 

Для сравнения дробей часто исполь-
зуют метод сравнения с нулем разности 
выражений или метод сравнения с еди-
ницей отношения выражений. 

Пример 10. Сравнить числа 
273
131  и 

235
179 . 

Решение. Рассмотрим частное данных 
чисел  

131 179 131 235 131 235: 1
273 235 273 179 179 273


   


, 

так как каждая из дробей меньше 1. Зна-

чит, 
235
179

273
131

 . 

Второй способ состоит в применении 
неравенств  

131 131 1 179 179
273 262 2 358 235

    . 

Ответ: 
235
179

273
131

 . 
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1.4. Сравнение выражений, 
содержащих степени 

При сравнении двух степеней с одина-
ковыми показателями или одинаковыми 
основаниями, используют следующие 
правила. 

● Если натуральное число n  нечетно и 
ba  , то nn ba  . 

● Если натуральное число n  четно и 
ba  , то:  

а) для положительных a  и b  имеем 
nn ba  ; 

б) для отрицательных a  и b  имеем 
nn ba  . 

● Если 1a  и nm  , то nm aa  . 
● Если 10  a  и nm  , то nm aa  . 

При сравнении двух степеней с раз-
ными показателями и основаниями 
обычно в них выделяют одинаковое ос-
нование или одинаковый показатель.  

Пример 11. Сравнить числа: 

а) 605  и 208 ; б) 302  и 144 ;  в) 6
5

5,2  и 
5,04,0  ;  г) 307  и 404 ;  д) 213  и 312 . 

Решение. а) Так как 6020 28   и 25  , 
то 6060 25   и 2060 85  . 

б) Так как 2814 24   и 2830  , то 
2830 22   и 1430 42  . 

в) Заметим, что 
6
5

6
5

2
55,2 





 , а 

5,05,0
5,0

2
5

5
24,0 
















 . 

Теперь сравним показатели степени 

6
5  и 0,5. Так как 35  , то 

5,0
6
3

6
5

 . Следовательно, 

5,0
6
5

2
5

2
5














 , т.е. 5,06

5

4,05,2  . 

г) 1-й способ. Заметим, что 
1010330 343)7(7   и 1010440 256)4(4  . 

Так как 256343 , то из свойств степеней 
следует 1010 256343   или .47 4030   

2-й способ. Представим степень 307  
как степень с основанием 4. В силу ос-
новного логарифмического тождества 

7log 447  . Поэтому .47 7log3030 4  Теперь 
сравним число 7log30 4  с числом 40. 
Учитывая свойство возрастающей функ-
ции ty 4log , имеем  

 343log107log107log30 4
3

44  
40256log10 4  . 

Следовательно, в силу того, что функ-
ция ty 4  возрастающая (или в силу 
свойства степеней), получим 4030 4>7 . 

д) Имеем  
39333 102021   и 28222 103031  . 

Так как 1010 89   и 23  , то 2839 1010   
и 3121 23  . 

Ответ: а) 2060 85  ; б) 1430 42  ;  

в) 5,06
5

4,05,2  ;  г) 4030 47  ; д) 3121 23  . 

Пример 12. Сравнить числа 513  и 423 .  

Решение. Воспользуемся формулой 
5 5 4 3 2( 1) 5 10 10 5 1a a a a a a       . 

Тогда 
 )512(1212512)112(13 44555

444444 232412212161217  . 

Ответ: 45 2313  . 

1.5. Сравнение выражений, 
содержащих корни натуральной 

степени 
При сравнении двух выражений, со-

держащих одинаковые корни натураль-
ных степеней, используют следующие 
правила. 

● Если натуральное число 1n  не-
четно и ba  , то nn ba  . 

● Если натуральное число 1n  четно 
и 0 ba , то nn ba  . 

При сравнении двух выражений, со-
держащих разные корни натуральных 
степеней обычно их приводят к корням с 
одинаковыми показателями, либо возво-
дят в степень для избавления от корней. 
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Пример 13. Сравнить числа: 

а) 5

16
15  и 5

17
16 ; б) 12 623  и 3 5 . 

Решение. а) Сравним подкоренные 
числа  

0
1716

1
1716

16161715
17
16

16
15








 . 

Отсюда следует, что  

17
16

16
15

  и 55

17
16

16
15

 . 

б) По свойству арифметических кор-

ней имеем 12 43 125 5 625  . Так как 
625623 , то 1212 625623   и 312 5623  . 

Ответ: а) 55

17
16

16
15

 ; б) 312 5623  . 

Пример 14. Сравнить числа 57   
и 1215  . 

Решение. Так как оба числа положи-
тельны, то можем сравнить их натураль-
ные степени (квадраты). При этом знак 
сравнения не меняется. 

57   1215      
 2)57(   2)1215(     
 35212   180227     

(уменьшаем теперь каждое число на 12) 

  352  180215     
(прибавляем к каждому из полученных  

чисел сумму 1802352  ) 

  1802  35215     
(так как оба числа положительны, то  

сравниваем их квадраты) 

  720    3560365     
(поделим оба числа на 5) 

  144  351273    71  3512    
(еще раз возведем, полученные числа  

в квадрат) 

  271  2)3512(   5041  5040. 
В итоге, выполнив ряд преобразова-

ний, мы получили, что знак неравенства 
между исходными числами тот же, что и 

между числами 5041 и 5040. Так как 
50405041 , то 121557  .  

Ответ. 121557  . 

Иногда удобно умножать сравнивае-
мые выражения на одно и то же выраже-
ние, например, для выделения разности 
квадратов. Для неотрицательных чисел a  
и b  справедлива формула 

bababa  )()( . 

Выражения ba   и ba   назы-
ваются сопряженными. 

Пример 15. Сравнить числа 68   
и 1113  . 

Решение. Домножив и поделив каждое 
выражение на сопряженное к нему, полу-
чим:  

68   1113  
68

)68)(68(



  

  
1113

)1113)(1113(


    

  
68

2



1113

2


. 

Знаменатель второй дроби больше, по-
этому вторая дробь меньше. Соответст-
венно получаем, что  68 1113  . 

Ответ:  68 1113  . 

1.6. Сравнение выражений, 
содержащих логарифмы 

При сравнении двух выражений, со-
держащих логарифмы, используют сле-
дующие правила, вытекающие из свойств 
функции logay x . 

● Если 1a  и 0 NM , то  
NM aa loglog  . 

● Если 10  a  и 0 NM , то  
NM aa loglog  . 

В частности: 
а) Если 1a  и 1M , то 0log Ma . 
б) Если 1a  и 10  M , то 0log Ma . 
в) Если 10  a  и 1M , то 0log Ma . 
г) Если 10  a  и 10  M , то 0log Ma . 
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Из свойств функции ay xlog  следу-
ют такие правила. 

● Если 1a  и 1M N  , то  
log logM Na a . 

● Если 1a  и 0 1N M   , то  
log logM Na a . 

● Если 0 1a   и 1N M  , то  
log logM Na a . 

● Если 0 1a   и 0 1M N   , то  
log logM Na a . 

Пример 16. Сравнить числа:  
а) 5log2  и 2log ; б) 20log 5,0  и 7log 5,0 ; 

в) 3log2  и 5log4 . 
Решение. а) Так как 5  и основание 
12  , то по свойству логарифмов имеем 

 22 log5log . 
б) Основание логарифмов 15,00   и 

720  . Поэтому 7log20log 5,05,0  . 

в) Так как 5log5log 24   и 53  , то 
по свойству возрастающей функции 

xy 2log  имеем 5log3log 22   и 
5log3log 42  . 

Ответ: а)  22 log5log ;  
б) 7log20log 5,05,0  ; в) 5log3log 42  . 

Пример 17. Сравнить числа: 5log2  и 
7log3 . 

Решение. Подберем «хорошее» число 
такое, которое больше одного логарифма 
и меньше другого. Так как функция 

xy 2log  возрастающая, то 
24log5log 22  . Аналогично, 
29log7log 33  . Значит,  

7log25log 32   и ;7log>5log 32  

Ответ: 7log>5log 32 . 

Пример 18. Сравнить числа 3log2  и 
8log5 . 

Решение. (1-й способ). Так как 
23log1 2   и 28log1 5  , то укрупним 

(удвоим) данные числа. 

Имеем 9log3log2 22   и 49log3 2  . 
Аналогично, 64log8log2 55   и 

364log2 5  . Отсюда следует, что  

8log23log2 52   и 8log3log 52  . 

Решение. (2-й способ). Так как 
9log3log 42   и по свойству функций 

9log ty   и ty 5log  выполняется це-
почка неравенств 8log9log9log 554  , 
то 8log3log 52  . 

Ответ: 8log3log 52  . 

Пример 19. Сравнить числа: 
а) 5log 5,0  и 5log2 ; б) 7log 5,0  и 7log 8,0 ; 

в) 6,0log 3  и 6,0log 5 . 

Решение. а) Так как 05log 5,0  , а 
05log2  , то 5log5log 25,0  . 

б) Так как 
5,0log

17log
7

5,0   и 

0,8
7

1log 7
log 0,8

 , а 08,0log5,0log 77  , 

то 
8,0log

1
5,0log

1

77

  и 7log7log 8,05,0  . 

Замечание. Так как функция 
xy 7log  на промежутке )1;0(  принима-

ет отрицательные значения и является 
возрастающей, то на этом же промежутке 

функция 
x

y x
7log

17log   является 

убывающей. Тогда для функции 
7log xy   на промежутке )1;0(  из нера-

венства 8,05,0   следует неравенство 
7log7log 8,05,0  . 

Либо сразу определяем по правилу: 
так как 7 1  и 0 0,5 0,8 1   , то 

7log7log 8,05,0  . 
в) По правилу: так как 0 0,6 1   и 

5 3 1  , то 6,0log6,0log 53  . 
Ответ: а) 5log5log 25,0  ;  

б) 7log7log 8,05,0  ; в) 6,0log6,0log 53  .  
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Пример 20. Сравнить числа: 12log11  
и 13log12 . 

Решение. Числа 12log11  и 13log12  
близки друг к другу и подобрать «хоро-
шее» число, разделяющее их, трудно. 

Так как данные числа больше едини-
цы, то «выделим» из каждого числа еди-
ницу следующим образом: 







 

11
11log1

11
1211log12log 111111 , 







 

12
11log113log 1212 . 

Так как функция ty 12log  возрас-

тающая, а 
11
11

12
11  , то 

.
12log

11
11log

11
11log

12
11log

11

11

1212







 







 






   

Так как при 0a  и 1b  выполняется 

неравенство a
b
a
 , то 







 







 

11
11log

12log
11
11log

11
11

11

 

и, значит, 







 






 

11
11log

12
11log 1112  

и .12log13log 1112   

Замечание. «Выделение» единицы из 
данных чисел можно заменить вычитани-
ем из каждого числа единицы: 

11
12log11log12log112log 11111111  , 

12
13log12log13log113log 12121212  . 

Ответ: .12log13log 1112   

Пример 21. Сравнить числа: 3log2  и 
4log 3 . 

Решение. (1-й способ). Так как число 
3log2  положительное, то проведем рав-

носильные преобразования над обеими 
частями сравнения  


3log

23log4log3log
2

232

23log2)3(log 2
2

2  . 

Из следующей цепочки сравнений 

 8log9log3log 222  
225,25,1   

получаем, что 4log3log 32  . 
Решение (2-й способ). Используем не-

равенство Коши:  

 2log4log
3log
4log

33
2

3  

2
3

2
33

2
8log

2
2log4log














 

 . 

Так как 98  , то 1
2

8log3   и 

1
2

8log 2
3 






 . Значит, 1

3log
4log

2

3   и 

4log3log 32  , учитывая, что 3log2  и 
4log3  – положительные числа. 

Ответ: 4log3log 32  . 

1.7. Сравнение выражений 
разного вида 

При сравнении выражений разного 
вида используют выше приведенные ме-
тоды. 

Пример 22. Сравнить числа: 15  и 
145log2 12 . 

Решение. Так как 145log2 12  
4144log2 12   и 41615  , то 

15145log2 12  . 
Ответ: 15145log2 12  . 

Пример 23. Сравнить числа: 11log2  и 
32  . 

Решение. Так как 5,125,23  , то  

 )4,18(log)28(log5,332 22  
11log)2,11(log 22  . 

Ответ: 11log32 2 . 
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Пример 24. Сравнить числа: 11log2  и 
2 2 . 

Решение. Рассмотрим цепочку срав-
нений:  

2
2 2

11 11log 11 2 2 log 2 2
4 4

      . 

Заметим, что 100 100 102
50 49 7

   . 

Тогда 
10

272 2 . Сравним числа 11
4

 и 
10
72 :  

710
10711 112 2

4 4
    
 

. 

Рассмотрим отношение  

7

7

10 12

11
114

2 4

 
 
     

 
3

3121 11 11 0,729 11 8,0190,9 1
128 8 8 8 8

        
 

. 

Значит 
7

1011 2
4

   
 

. Следовательно, 

верно неравенство 2log 11 2 2  . 

Ответ: 2log 11 2 2  . 

2. Область определения 
выражения (функции) 

В данном пункте ограничимся нахож-
дением области определения логарифми-
ческих выражений.  

Отметим, что решение логарифмиче-
ских неравенств включает в себя нахож-
дение области определения данного не-
равенства или по-другому области допус-
тимых значений (ОДЗ) неизвестной нера-
венства, поэтому напомним, что: 

а) выражение )(log xfa , где a  – по-
стоянное положительное число, не рав-
ное 1 ( ,0a 1a ), определено при всех 
x , принадлежащих множеству решений 
неравенства 0)( xf ; 

б) выражение )(log )( xfxg  определено 
при всех x , принадлежащих множеству 
решений системы неравенств 













.0)(
,1)(
,0)(

xf
xg
xg

 

Рассмотрим несколько задач. 

Пример 25. Найти область определе-
ния выражения  

   2
3

2
3 32log5102log xxxx  . 

Решение. Данная задача сводится к 
решению следующей системы неравенств 











.032
,05102

2

2

xx
xx

 

Решение первого неравенства этой сис-
темы есть множество 




















 
 ;

2
155

2
155; . 

Решение второго неравенства есть мно-

жество 






 
2

173;
2

173 . 

Сравним числа 
2

173  и 
2

155 . 







2
155

2
173  

 155173  15178  

 15)178( 2  

 17166615171681  

1088108917833  . 

Следовательно, 
2

155
2

173 


  и 

решения системы неравенств образуют 

множество 






 
2

173;
2

173 . 

Ответ: 






 
2

173;
2

173 . 

Пример 26. Найти область определе-
ния функции 

 
)62(log

112log
3

5,0log
3

3


 

x
y x . 

Решение. Область определения дан-
ной функции задается системой нера-
венств 
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3log 0,5
3

3 0, 3,
3 1, 4,

2 6 1, 3,5,
log 0,5 02 1 0x

x

x x
x x

x x




  
         
    

 

3,
3,5, 3 3,5,
4, 3,5 4.
3 1

x
x x
x x
x


       
  

 

Ответ: (3; 3,5) (3,5; 4) . 

Пример 27. Найти область определе-
ния выражения   2

5,2 310log xxx  . 

Решение. Из определения логарифма 
получаем систему неравенств 





























5,1
,5,2

,0103

15,2
,05,2

,0310 22

x
x

xx

x
x

xx
 






























5,1
,5,2

,25

5,1
,5,2

,0)2)(5(

x
x

x

x
x

xx
 









.25,1

,5,15
x
x

 

Объединение промежутков )5,1;5(  и 
)2;5,1(  составляют область определения 

данного выражения. 
Ответ: )2;5,1()5,1;5(  . 

3. Алгебраические методы  
решения неравенств 

Если исходить из определения нера-
венства, в котором в обеих частях запи-
саны выражения с переменной, то при 
решении неравенств используют преоб-
разования (возведение в четную или не-
четную степень, логарифмирование, по-
тенцирование), позволяющие привести 
неравенство к более простому виду. В 
процессе преобразований множество ре-
шений исходного неравенства либо не 
меняется, либо расширяется (можно по-
лучить посторонние решения), либо су-
жается (можно потерять решения). По-
этому важно знать, какие преобразования 

неравенства являются равносильными и 
при каких условиях. 

3.1. Сведение неравенства к  
равносильной системе или  

совокупности систем 
Как правило, преобразования исполь-

зуют для того, чтобы в неравенстве осво-
бодиться от знаков корней, от знаков мо-
дуля, от степеней, от знаков логарифма.  

Поэтому ниже приведены схемы ре-
шения некоторых стандартных нера-
венств определенного вида. При этом от-
метим, что на практике некоторые цепоч-
ки преобразований делают короче, про-
пуская некоторые очевидные преобразо-
вания. Например, вместо длинной цепоч-
ки преобразований 

2 2( ) ( ),n nf x g x n  ,   

   

















0)(

,0)(
,)()(

2
2

2
2

xg
xf

xgxf
n

n
n

n

 






















,0)(

),()(

0)(
,0)(

),()(

xg
xgxf

xg
xf

xgxf
  

используют краткую схему решения 

2 2( ) ( ),n nf x g x n  ,   
( ) ( ),
( ) 0.

f x g x
g x


 

 

В общем случае, если решение нера-
венства не укладывается в стандартную 
схему, ход решения разбивают на не-
сколько логически возможных случаев. 

Пример 28. (МИОО, 2009). Решите 
неравенство  





















 

2
2

15
1963

x
xx

x
x   

2
2

15
1964 














x
xx . 

Решение. Так как 22 )3(96  xxx , 
то область допустимых значений перемен-
ной x  определяется условиями: 
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

























.4
,5
,0

15

,05
,0

x
x
x

x

x
x

 

Исходное неравенство при получен-
ных ограничениях для переменной x  
равносильно неравенству 

043
15

196
2

2







 














x
x

x
xx . (*) 

Так как 0
15

196
2

2















x
xx , то рас-

смотрим два случая. 

1. 1|3|01962  xxx , что 
возможно при 2x  или 4x . Значит, с 
учетом полученных ранее ограничений, 

2x  – решение, так как в этом случае 
левая часть неравенства (*) равна нулю. 

2. 01962  xx . Тогда неравен-
ство (*) равносильно неравенству 




 034043 2

x
xx

x
x  

0)3)(1(





x
xx . 

Для решения последнего неравенства 
используем метод интервалов (см. рис. 2). 

 
С учетом полученных ранее ограниче-

ний записываем ответ. 

Ответ: (0;1] {2} [3; 4) (4; 5].    

Пример 29. (МИЭТ, 2000). Решить 
неравенство  32)1(2)2( 2  xxx . 

Решение. Выполняя равносильные 
преобразования данного неравенства, по-
лучим: 

 32)1(2)2( 2 xxx  

 032)1(2442 xxxx  
 03232)1(2122 xxxxx  

2 2( 1) 2( 1) 2 3 ( 2 3) 0x x x x          

 2
( 1) 2 3 0 1 2 3 0x x x x          

1 2 3 0 2 3 1x x x x           

2

1 0,

2 3 ( 1)

x

x x

 
 

  
2

1,
2

2

x
x

x

 
 


. 

Ответ: 2 . 

Неравенства, содержащие  
иррациональные выражения 

Приведем некоторые стандартные 
схемы для решения иррациональных не-
равенств, в которых используют возведе-
ние в натуральную степень обеих частей 
неравенства. 

где символ   в схемах (7) и (8) заменяет 
один из знаков неравенств: .,,,   

 
Рис. 2 

  x
 

● 








;0)(

),()(
)()( 22

xg
xgxf

xgxf nn  (1) 

● 








;0)(

),()(
)()( 22

xg
xgxf
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
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




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;0)(
,0)(
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2

2
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xf

xgxf
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n

n  (3) 

● 













;0)(
,0)(

),()(
)()(

2

2
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n

n  (4) 

● 





















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
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● 


























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,0)(
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)()(

2

2
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xg
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xgxf

n

n  (6) 

● )()()()( 1212 xgxfxgxf nn   ; (7) 

● )()()()( 1212 xgxfxgxf nn   , (8) 
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Замечание. В первых шести схемах 
используется утверждение: если обе час-
ти неравенства неотрицательны, то после 
возведения их в четную степень получа-
ем равносильное неравенство. 

Пример 30. Решить неравенство  
xx  218 . 

Решение. Если 02  x  или 02  x , 
то исходное неравенство не выполняется, 
так как 018 x .  

Пусть 02  x , тогда при возведении 
обеих частей данного неравенства в 
квадрат получим на ее области определе-
ния и при условии 02  x  равносиль-
ное неравенство. 




























.2
,18

,0)2)(7(

02
,018

,)2(18 2

x
x

xx

x
x

xx
  

На рис. 3 представлен способ графиче-
ской интерпретации получения решения 
последней системы неравенств. 

В итоге получаем 218  x  – ре-
шение системы. 

Ответ: 218  x . 
Замечание. Для решения данного не-

равенства можно было сразу использо-
вать схему (3). Тогда получим, что дан-
ное неравенство равносильно системе 




























.2
,18

,0)2)(7(

02
,018

,)2(18 2

x
x

xx

x
x

xx
 

В отличие от рисунка 3 другой способ 
графического представления решения 
последней системы неравенств с исполь-

зованием одной числовой прямой Ox  
представлен на рис. 4. 

Пример 31. (МИЭТ, 1999). Решить 
неравенство   .32910 22  xxxx  

Решение. Используя схему (6), полу-
чим, что данное неравенство равносильно 
совокупности двух систем: 

(I) 
2 2 2

2

10 9 ( 2 3) ,

2 3 0

x x x x

x x

     


  
 

и  

(II) 
2

2

10 9 0,

2 3 0.

x x

x x

   


  
 

Для системы (I) имеем: 
0322  xx  при );3[]1;( x . 

Первое неравенство системы (I) приво-
дим к виду: 

 22 )3()1()9)(1( xxxx  

   0)9()3)(1()1( 2 xxxx  

 0)25()1( 2 xxxx  

5 17 5 17( 1) 0
2 2

x x x x
   

        
  

. 

Заметим, что 
2
1

2
1750 


 , а 

5
2

175
2
9




 .  

На числовой прямой Ox  (см. рис. 5) 
дано графическое представление реше-
ния первого неравенства системы (I). 

Тогда решением системы (I) являются 
(см. рис. 6) все значения 








 


2
175;3}1{x . 

 
Рис. 4 
2 x2

 
Рис. 6 

x 0 5 17
2

5 17
2

3

 
Рис. 3 

2 x

2



x

x

 
Рис. 5 

x 0 5 17
2

5 17
2

3

  
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Для системы (II) имеем: 
09102  xx  при );1[]9;( x ; 
0322  xx  при )3;1(x . 

Следовательно, решением системы (II) 
будут значения )3;1(x . 

Объединяя решения (I) и (II), получаем 
ответ. 

Ответ: 






 


2
175;1 . 

При решении данного в примере 31 
неравенства использован формальный 
переход к равносильной совокупности по 
схеме (6). Рассмотрим содержательную 
сторону этого перехода. 

Если 0322  xx , то обе части не-
равенства неотрицательны. После возве-
дения в квадрат обеих частей неравенства 
получим на его области определения и 
при условии 0322  xx  равносильное 
неравенство, то есть систему неравенств 

2 2 2

2

2

10 9 ( 2 3) ,

10 9 0,

2 3 0

x x x x

x x

x x

     
    
   

  












.032
,)32(910

2

222

xx
xxxx

 

Пусть 0322  xx . Так как 
09102  xx , то исходное неравенст-

во выполняется на области его определе-
ния, т.е. получаем систему неравенств 











.032
,0910

2

2

xx
xx

 

Пример 32. (МИОО, 2009). Решить 
неравенство  

.
1

71467
23





x

xxxx  

Решение. Выполняя равносильные пе-
реходы, получим 







1
71467

23

x
xxxx  











1
,714617 23

x
xxxxx  

3 2(7 )( 1) 6 14 7,
7 0,

1 0,
1

x x x x x
x

x
x

      


  
 

 

 

3 2 ( 2)( 3) 0,5 6 0,
1 7.1 7
x x xx x x

xx
     

      
 

На рис. 7 представлена графическая 
интерпретация получения решения по-
следней системы неравенств. 

Ответ: .73,21  xx  

Пример 33. Решить неравенство 
2232  xx . 

Решение. Обозначим ,2 tx   где 
0t . Тогда выразим 22  tx  и приве-

дем данное неравенство к виду  

272 2  tt . 

Так как 02 t , то получаем равно-
сильное неравенство 4472 22  ttt  
или 0342  tt  при 0t .  

Отсюда получаем 

























.3
10

0
3
1

t
t

t
t
t

 

Возвращаемся к переменной x : 



















92

120

32

120
x

x

x

x
 










.11
32

x
x

 

Ответ: 11;32  xx . 

Пример 34. (МИЭТ, 2002). Решить 
неравенство 

22158
1

12
1

8
1

xxxx 






. 

Решение. Область определения данно-
го неравенства определяется условиями: 

 
Рис. 7 

  x
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


























0)8)(12(
,012

08

02158
,012

08

2 xx
x

x

xx
x

x
 

85,0  x . 
Запишем исходное неравенство в сле-

дующем виде 

)12)(8(
1

12
1

8
1







 xxxx
. (*) 

Так как на области определения ис-
ходного неравенства 0)12)(8(  xx , 
то, умножив обе части неравенства (*) на 

)12)(8(  xx , получим неравенство, 
равносильное исходному: 










1

12
)12)(8(

8
)12)(8(

x
xx

x
xx

  

 1812 xx   

xx  8112 . 
Левая и правая части последнего нера-

венства неотрицательны при 85,0  x , 
поэтому после возведения их в квадрат и 
приведения подобных членов получим 
неравенство 
















2)83()8(4

,08
,083

8382
xx

x
x

xx

84

0)4)(89(
,8

,
3
8
















 x

xx
x

x
. 

На рис. 8 представлена графическая 
интерпретация получения решения по-
следней системы неравенств. 

С учетом условия 85,0  x  полу-
чаем ответ. 

Ответ: 84  x . 

Неравенства, содержащие 
показательные выражения 

Приведем некоторые стандартные 
схемы для решения показательных нера-
венств, в которых используют логариф-
мирование обеих частей неравенства. 

В частности: 

Пример 35. Решить неравенство 
 

1
2
1 1log 2

2









x

. 

Решение. 1-й способ. Область допус-
тимых значений переменной x  определя-

ется условием: 








.1
,1

012

x
x

x  

При допустимых значениях перемен-
ной преобразуем левую часть данного 
неравенства  

 
       






 


 11log1log1

1log
2

2
2

2

2
2

22
2
1 xx

x

 

 

Рис. 8 

4 x8
3

8
9

8

● 



























.1)(0
),()(

,1)(
),()(

))(())(( )()(

x
xfxg

x
xgxf

xx xgxf  (9) 

● 





























.1)(
,1)(0
),()(
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),()(

))(())(( )()(

x
x

xfxg

x
xgxf

xx xgxf  (10) 

● Если число 1a , то 
( ) ( ) ( ) ( )f x g xa a f x g x   .  (11) 

● Если число 10  a , то 
( ) ( ) ( ) ( )f x g xa a f x g x   .  (12) 

●

























 

.0)(
,0)()(
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,0)()(

))(())(( )()(

x
xfxg

x
xgxf

xgxf xx
(13) 



Корянов А.Г., Прокофьев А.А. Решение неравенств с одной переменной 

19 
9.09.2013. www.alexlarin.net 

1
1)1( 2

12


 

x
x . 

Получаем неравенство 
















 .21

,12
0

1
21

1
1

2

2

2 x

x
x
x

x
 

2-й способ. Так как 10 1
2

   и 
01 1,

2
   
 

 

то, используя схему (12), получаем: 
   























 0

2
1

2
11

2
1 1log1log 2

2
2

2 xx

 

   2 2
2 2 2log 1 0 log 1 log 1x x        
































1
,1

,22

,01
,11

2

2

x
x

x

x
x

 












.21

,12

x

x
 

Ответ: )2;1()1;2(  . 

Замечание. При решении неравенства 
  01log 2

2 x  использована стандартная 
схема решения логарифмических нера-
венств (см. раздел «Неравенства, содер-
жащие логарифмические выражения»). 

Пример 36. Решить неравенство 

1)1( 2  xxx . 

Решение. Приведем неравенство к ви-
ду 022 )1()1(  xxxx x  и восполь-
зуемся схемой (9). 

 1)1( 2 xxx


























)2(
.110

,0

)1(
,11

,0

2

2

xx
x

xx
x

 

Решим систему (1) полученной сово-
купности: 










11
,0

2 xx
x

 







0)1(
,0

xx
x

 

1
01

,0









 x
x
x

. 

Решим систему (2) совокупности: 

2
2

0,
0,

1 0
0 1 1

( 1) 0

x
x

x x
x x

x x


      
       

 

















.01

,0
0)1(

,0
x
x

xx
x

 Нет реше-

ний. 

Ответ: 1x . 

При решении данного неравенства ис-
пользован формальный переход к равно-
сильной совокупности по схеме (9). Рас-
смотрим содержательную сторону этого 
перехода. 

Выражение xxx )1( 2   положитель-
но, так как 012  xx  при всех значе-
ниях x . Прологарифмируем обе час-
ти данного неравенства  

 1lg)1lg( 2 xxx  

 0)1lg( 2 xxx  

2 2

2 2

0, 0,

lg( 1) 0, 0 1 1,

0, 0,

lg( 1) 0 1 1.

x x

x x x x

x x

x x x x

    
  

                      

 

Неравенства, содержащие  
логарифмические выражения 

Приведем некоторые стандартные 
схемы для решения логарифмических не-
равенств, в которых используют потен-
цирование обеих частей неравенства. 

● )(log)(log )()( xgxf xx       

  

























.1)(0
,0)()(

,1)(
,0)()(

x
xfxg

x
xgxf

 (14) 
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В частности: 

 

В частности: 

Пример 37. Решить неравенство  

  ).3(log2log 1,0
2

1,0  xxx  

Решение. Так как основание 0,1 лога-
рифмов, стоящих в обеих частях неравен-
ства, удовлетворяют условию 11,00  , 
то, используя схему (16), получаем, что 
данное неравенство равносильно системе 



















.0)2)(1(
,0)5)(5(

02
,32

2

2

xx
xx

xx
xxx

 

На рис. 9 представлена графическая 
интерпретация получения решения по-
следней системы неравенств. 

Ответ:    .5;12;5   

Пример 38. (МИОО, 2009). Решить 
неравенство 

 )7146(log)7(log 23 xxxx xx  
)1(log  xx . 

Решение. Выполняя равносильные пе-
реходы, получим, что данное неравенство 
равносильно следующей системе нера-
венств 

 







.1
),7146(log)1)(7(log 23

x
xxxxx xx  

В соответствии со схемой (14) для ре-
шения необходимо рассмотреть только 
случай, когда основание больше едини-
цы, поэтому полученная система равно-
сильна следующей 









71
,7146)1)(7( 23

x
xxxxx  










71

,065 23

x
xxx

 









.71

,0)3)(2(
x

xxx
 

На рис. 10 представлена графическая 
интерпретация получения решения по-
следней системы неравенств. 

Ответ: )7;3()2;1(  .  
Замечание. В приведенном решении 

данного неравенства в большей степени 
отражена математическая часть, чем ме-
тодическая. При переходе от исходного 
неравенства к первой системе учтена 
часть области определения неравенства 

01x . В следующей системе учтено 
еще условие 07  x  и 0)1)(7(  xx . 

Пример 39. (ЕГЭ 2010). Решить не-

равенство 
)7(log
)12(log

)7(log
||log2

3

3

12

12









x
x

x
x

x

x . 

Решение. В соответствии с определе-
нием логарифма, входящие в неравенство 

 
Рис. 9 

2 x  

 
Рис. 10 





 x

 x

● Если число 1a , то 

0)()()(log)(log  xgxfxgxf aa . (15) 

● Если число 10  a , то 

.0)()()(log)(log  xfxgxgxf aa  (16) 

● Если число 1a , то 

0)()()(log)(log  xgxfxgxf aa . (18) 

● Если число 10  a , то 

0)()()(log)(log  xfxgxgxf aa . (19) 

●   )(log)(log )()( xgxf xx  



























.1)(0
,0)()(

,1)(
,0)()(

x
xfxg

x
xgxf

 (17) 
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выражения имеют смысл при выполне-
нии условий: 












































12
,6
,7

,01
,0

012
,17
,07

,12
,0||

1

x
x
x
x
x

x
x
x

x
x

 

Из системы получаем значения 

);1()1;0()0;6()6;7( x . 

Так как при допустимых значениях 
переменной x  по свойствам логарифма 
справедливы равенства:  

||log
)7(log

||log
7

12

12 x
x

x
x

x

x








 

и 

)12(log
)7(log
)12(log

7
3

3 



 x
x
x

x , 

то исходное неравенство приводится к 
виду  

  )12(log||log2 77 xx xx  
)12(loglog 7

2
7   xx xx . 

Последнее неравенство равносильно со-
вокупности двух систем на множестве  

);1()1;0()0;6()6;7(  : 























































012
,6

012
,67

12
,17

12
,170

2

2

2

2

xx
x

xx
x

xx
x

xx
x

 



































.43

,67

0)3)(4(
,6

0)3)(4(
,67

x
x

xx
x

xx
x

 

С учетом области определения данно-
го неравенства 

);1()1;0()0;6()6;7(   
получаем ответ. 

Ответ. ]4;1()1;0()0;3[)6;7(  . 

Неравенства, содержащие  
выражения с модулями 

Приведем некоторые стандартные 
схемы для решения неравенств с модуля-
ми, которые опираются на определение 
модуля, его геометрический смысл и 
свойства. 

Пример 40. Решить неравенство  

 324 257 xxxx  

324 257  xxxx . 

Решение. Используя схему (20) полу-
чаем, что данное неравенство равносиль-
но системе неравенств 





















)324(
324

,324
324

257

257

257

257

xxxx
xxxx

xxxx
xxxx

 

или после приведения подобных членов 

 
2

5 2

2 3 0 3 1
04 0

x x x
xx x

            
0 1x   . 

Ответ: 10  x . 

● 








),()(

),()(
)()(

xgxf
xgxf

xgxf     (20) 

● 








);()(

),()(
)()(

xgxf
xgxf

xgxf      (21) 

● 








);()(
),()(

)()(
xgxf

xgxf
xgxf      (22) 

● 








);()(
),()(

)()(
xgxf

xgxf
xgxf      (23) 

●  )()()()( 22 xgxfxgxf  
   0)()()()(  xgxfxgxf ; (24) 

●  )()()()( 22 xgxfxgxf  
   0)()()()(  xgxfxgxf . (25) 
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Пример 41. Решить неравенство  

01)12(log)12(log 39  xx . 

Решение. Данное неравенство равно-
сильно следующему 

)12(log1)12(log 93  xx . 

Используя схему (23), получаем, что 
это неравенство, а значит и исходное, 
равносильно совокупности неравенств 

  






)12(log1)12(log

),12(log1)12(log

93

93

xx
xx

 









1)12(log5,0)12(log
),12(log5,01)12(log

33

33

xx
xx

  



























.
9
1120

,912

2)12(log

,
3
2)12(log

3

3

3

x

x

x

x
 

Отсюда получаем ответ. 

Ответ: 
9
4

2
1  x , 

2
193 

x . 

Пример 42. Решите неравенство  

121|22|  xx xx . 

Решение. Используя схему (22), полу-
чаем, что данное неравенство равносиль-
но совокупности неравенств 











.121|22|
,121|22|

xx
xx

xx

xx

 

Используя схемы (20) и (22), получа-
ем, что эта совокупность равносильна 
следующей. 

































2222
,2222

,222
,222

xx
xx

xx
xx

xx

xx

xx

xx

  


























































.0
,1

,0
,1

0
,42

,22
,1

1

1

x
x

x
x

x

x

x

x

 

Ответ: );1()1;0()0;(  . 

Расщепление неравенств 
Если левая часть неравенства представ-

ляет собой произведение двух выражений, 
а правая часть равна нулю, то схема реше-
ния неравенства опирается на правило 
знаков при умножении (делении) положи-
тельных или отрицательных чисел. 

Рассмотрим неравенство из примера 
28. 

Пример 43. Решить неравенство  





















 

15
1963 2

x
xx

x
x  
















15

1964
2

x
xx . 

Решение. Приведем данное неравен-
ство к следующему виду: 

0
15

19643 2





















 

x
xx

x
x . 

В соответствии со схемой полученное 
неравенство равносильно совокупности 
систем (I) и (II): 

● 



























.0)(
,0)(

,0)(
,0)(

0)()(

xg
xf

xg
xf

xgxf   (26) 

● 



























.0)(
,0)(

,0)(
,0)(

0)()(

xg
xf

xg
xf

xgxf    (27) 

● 



























.0)(
,0)(

,0)(
,0)(

0
)(
)(

xg
xf

xg
xf

xg
xf            (28) 

● 



























.0)(
,0)(

,0)(
,0)(

0
)(
)(

xg
xf

xg
xf

xg
xf            (29)
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(I) 
















)2(;0
15
1|3|

)1(,043

x
x

x
x

 (II) 

3 4 0, (3)

| 3 | 1 0. (4)
5 1

x
x

x
x

   
   
  

 

Решим каждое неравенство системы 
(I). Для неравенства (1) имеем: 




 0)3)(1(043
x

xx
x

x  










.3
,10

x
x

. 

Для неравенства (2) имеем: 
































015

,01|3|

,015

01|3|

0
15
1|3|

x

x

x

x

x
x  

4,| 3 | 1,
2

5 1,
24,

| 3 | 1,
2 4,

5 1 4 5

xx
x

x
xx

x
x

x x

                     

.  

Значит все значения ]1;0(x  – решения 
системы (I). 

Найдем решение системы (II). Для не-
равенства (3), используя решение (1), 
имеем:   










.31
,0

043
x

x
x

x . 

Для неравенства (4), используя реше-
ние (2) и учитывая ограничения  

















4
,5

15

,05
x
x

x

x
 

имеем: 

2 4,| 3 | 1 0
4 5.5 1

xx
xx

  
      

. 

Значит все значения )3;2[x  – решения 
системы (II). 

Объединяя решения систем (I) и (II), 
получаем ответ. 

Ответ: ]3;2[]1;0(  . 

3.2. Метод замены 

Если неравенство ( ) 0F x   приводится 
к виду  ( ) 0f g x  , то можно ввести но-
вую переменную ( )g x a , решить нера-
венство ( ) 0f a   относительно перемен-
ной а и затем решить полученные нера-
венства с первоначальной переменной х.  

Замена рациональных выражений 
Пример 44. Решить неравенство 

2

2
5 3 4 0

5
x x x

x x x
 

  
 

. 

Решение. Пусть 
2 5x x a

x
 

 , тогда 

получаем неравенство  
23 4 34 0 0a aa

a a
 

     . 
Используя метод интервалов в послед-

нем неравенстве, находим его решения 
3a    или 1 0a   . Возвращаемся к 

первоначальной переменной и решаем 
неравенства  

2 5 3x x
x
 

   и 
2 51 0x x

x
 

   . 

Первое неравенство приводим к виду 
2 4 5 0x x

x
 

  и находим его решения 

5x    или 0 1x  .  
Двойное неравенство равносильно 

системе неравенств 
2

2

2 5 0,

5 0.

x x
x

x x
x

  



  

 

Отсюда получаем 1 211 6
2

x  
     

или 1 211 6
2

x  
    . Объединяя 

полученные решения с найденными вы-
ше, записываем ответ. 

Ответ: 5x   ; 1 211 6
2

x  
    ; 

0 1x  ; 1 211 6
2

x  
    . 
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Иногда при решении неравенств по-
лезно вводить две новых переменных. 

Пример 45. (Тренировочная работа 
МИОО, ЕГЭ 2011). Решить неравенство 

22

22

2

2

2

2

)3()2(2
)52(

)3(
12

)2(
12













xx
xx

x
xx

x
xx . 

Решение. Входящие в неравенство 
выражения имеют смысл при 2x  и 

3x . 
При всех остальных значениях x  не-

равенство равносильно следующему 

 2222 )1()2(2)1()3(2 xxxx
 22 )52( xx

 2222 )23(2)34(2 xxxx
22 )52(  xx . 

Заметим, что  
)23()34(52 222  xxxxxx . 

Пусть uxx  342  и vxx  232 . 
Тогда последнее неравенство примет вид 

 222 )(22 vuvu  
 2222 222 vuvuvu  

 02 22 vuvu 0)( 2  vu . 

Отсюда следует, что vu  . Выполняя 
обратную замену, получаем  

2 24 3 3 2x x x x     , т.е. 
7
1x . 

Ответ. 
7
1 . 

Замена иррациональных выражений 
Пример 46. Решить неравенство 

.3
2

2





x
x  

Решение. Пусть tx  , где 0t . То-
гда получаем рациональное неравенство 

0
2

)4)(1(3
2

2









t

tt
t

t . 

Решая последнее неравенство методом 
интервалов (см. рис. 11), получаем: 


























.164
,10

42

,10
42
,10

x
x

x

x
t
t

 

Ответ: ]16;4(]1;0[  . 

Пример 47. (МИОО, 2009). Решить 
неравенство 

.
1156

1
56

1
22




 xxxx
 

Решение. Пусть txx  156 2 , где 
0t , тогда получаем систему неравенств 




























0

,0
1

1
1

1

0

,
1

1
1

1
22

t
tt

t
tt   

10
0

,0
)1)(1( 











 t

t
tt

t
. 

Выполняя обратную замену, получаем 


















.0)13)(12(

,0)56(
0156
,1156

2

2

xx
xx

xx
xx

 

Отсюда получаем (см. рис. 12) 

3
10  x  или 

6
5

2
1

 x . 

Ответ: 
3
10  x  или 

6
5

2
1

 x . 

Замена выражений с модулями 
Пример 48. Решить неравенство 

2 4 | | 3 0x x   . 

Решение. Обозначим | |x a , тогда 
данное неравенство примет следующий 
вид 2 4 3 0a a   . Решения квадратного 
неравенства 1a   или 3a  . Отсюда по-
лучаем простейшие неравенства с моду-
лем | | 1x   или | | 3x  . Общее решение 

 
Рис. 11 

2 t 

  


 
Рис. 12 

0 x5
6

1
3

1
2
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исходного неравенства 3x   , 1 1x   , 
3x . 

Ответ: 3x   , 1 1x   , 3x . 

Пример 49. (МГУ, 1997). Решить не-
равенство 

16 | 1| 1 3
3 | 1| 1

x
x
 


 

. 

Решение. После введения новой пере-
менной | 1 |x a   получим рациональное 

неравенство 16 1 3
3 1

a
a





, которое приво-

дится к виду 7 4 0
3 1
a
a





. Применяя к по-

следнему неравенству метод интервалов, 

имеем 1 4
3 7

a   . Отсюда получаем  

1 4| 1|
3 7

x     или 

1| 1 | ,
3

4| 1 | .
7

x

x

   

  


 

Первое неравенство системы выполня-
ется при всех действительных значениях 
х. Второе неравенство системы равно-
сильно двойному неравенству 

4 41
7 7

x    ; 11 3
7 7

x    . 

Ответ: 11 3
7 7

x    . 

Замена показательных выражений 
Пример 50. Решить неравенство 

1 12 3 6 3 3 9x x x       

Решение. Введем обозначение 
13 ,x a   тогда данное неравенство будет 

иметь вид  
2 9 6 3 9a a a    ; 9 9a  ; 1a  . 

Выполняя обратную замену, получим: 
13 1x  ; 1 03 3x   (основание 3 1 ); 

1 0x   ; 1x  . 
Ответ: ( ;1] . 

Пример 51. Решить неравенство  
22 6 ( 2)( 1) 2( 2)5 5 24 5 0x x x x       . 

Решение. Перепишем неравенство в 
виде  

2 22 6 2 2 45 5 24 5 0x x x x       . 

Учитывая, что 2 45 0x   при любом зна-
чении , разделим обе части неравенства 
на 2 45 x : 

2 22 2 10 65 5 24 0x x x x      . 

Пусть 
2 55x x t   , где 0t  . Тогда полу-

чим квадратное неравенство 
2 21 24 0 5 120 0

5
t t t t       

5( 5)( 4,8) 0t t    . 
Учитывая, что 0t  , получаем 0 5t  . 

Переходя к переменной , получим 
неравенство 

2 50 5 5x x   . Неравенство 
2 50 5x x   справедливо при всех значени-

ях , а неравенство 
2 5 25 5 5 1x x x x       . 

Решая неравенство 2 6 0x x   , по-
лучим 2 3x   . 

Ответ: [ 2;3] . 

Пример 52. Решить неравенство  
2 1 2 13 2 5 6 2 3x x x      . 

Решение. Запишем неравенство в виде 
2 26 2 5 2 3 6 3 0x x x x       . 

Полученное неравенство имеет вид 
2 ( ) ( ) ( ) 2 ( ) 0f x f x g x g xt a p a b q b       , 

где , ,t p q  – фиксированные действи-
тельные числа. Общий метод решения 
неравенств такого вида состоит в делении 
на выражение 2 ( ) 0f xa   (или на 

( ) ( ) 0f x g xa b  , или на 2 ( ) 0g xb  ) и по-
следующей замене переменной.  

Разделим обе части исходного нера-
венства на 23 0x    

22 26 5 6 0
3 3

x x
          
   

. 

Положим 2
3

x

t   
 

, где 0t  . В итоге по-

лучим квадратичное неравенство 

2 2 36 5 6 0 6 0
3 2

t t t t          
  

. 

x

x

x
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Отсюда с учетом условия 0t   получаем 
2
3

t  . 

Выполняя обратную замену, получим 

неравенство 2 2
3 3

x
   
 

, решение которого 

есть множество ( ;1) . 
Ответ: ( ;1) . 

Пример 53. (ЕГЭ 2010). Решить не-
равенство 

    










17

57log1757log
162

2

5
1622

5 x

x
xx  

 222
5 17log  x . 

Решение. В соответствии с определе-
нием логарифма, входящие в неравенство 
выражения имеют смысл при выполне-
нии условий: 

  













.017

,01757
22

1622

x

xx

 

Сделаем замену tx  2
7 . Так как нера-

венство 02  x  выполняется при всех 
значениях x , то по свойству степени с ос-
нованием больше единицы получаем 

1770 02
 x . Отсюда 10  t . С уче-

том последнего неравенства, запишем 
полученную выше систему 

 
162

16

70
10

,017
,017)5(















t
t

t
tt

. 

Исходное неравенство с переменной t  
будет иметь вид 

   





17
5log17)5(log 165

16
5 t

ttt

2
5 )149(log  t , где 1670  t . 

Используя свойство логарифма (при 
допустимых значениях переменной сум-
ма логарифмов с одинаковым основанием 
равна логарифму произведения), получим 

  
22

5
2

5 17log)5(log tt
22 )149()5(  tt , 

так как 0)5( 2 t  и 0)149( 2 t  при 
1670  t . Решим последнее неравенст-

во: 
 22 )149()5( tt  

 0)149()5( 22 tt  

    0)149()5()149()5( tttt  

25
3

12
10)650)(448(  ttt . 

С учетом ограничения на t  получаем 
1670  t . 

Выполнив обратную замену, имеем 
162

77  x . Отсюда 2 4,
16

4.
x

x
x
 

   
. 

Ответ. ( ; 4) (4; )    . 

Замена логарифмических выражений 
Пример 54. Решить неравенство 

4 5 0
lg10 lg100x x

  . 

Решение. Преобразуем данное нера-

венство 4 5 0
1 lg 2 lgx x

 
 

. Пусть 

lg x a , тогда получаем неравенство 
4 5 0

1 2a a
 

 
; 3 0

( 1)( 2)
a

a a



 

. Найдем 

решения последнего неравенства 2a    
или 1 3a   . Перейдем к решению про-
стейших неравенств lg 2x    или 

1 lg 3x   . Так как логарифм определен 
для положительных чисел, то имеем 
0 0,01x   или 0,1 1000x  . 

Ответ. (0;0,01) (0,1;1000] . 

Пример 55. Решить неравенство 
2
5 5log log5 10x xx  . 

Решение. Сделаем замену 5log x a , 
тогда 5ax  . Подставим в данное нера-
венство 

2 2
5 5 10a a  ; 

2
5 5a  ; 2 1a  ; 

| | 1a  ; 1 1a   . 
Выполняя обратную замену, получим: 

51 log 1x   ;  

5 5 5
1log log log 5
5

x  ; 1 5
5

x  . 
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Ответ. 1 ;5
5

 
 
 

. 

Пример 56. (МФТИ, 2009). Решить 
неравенство  




 4
1log2log 21

x
x  

5|2log)44(log| 12  xx . 

Решение. Область определения данно-
го неравенства определяется условиями  

















.0
,01

11
,01

x
x

x
x

 

Так как при допустимых значениях x  
справедливо равенство  

)1(log
12log

2
1 

 xx , 

то, сделав замену tx  )1(log2 , получим 
неравенство 

52121


t
tt

t
. 

Полагая u
t

t 
1 , получим неравенст-

во 5|2||2|  uu . 
Используем геометрический способ 

решения последнего неравенства (см. 
раздел «Геометрические методы реше-
ния»). Расстояние между точками –2 и 2 
меньше 5, поэтому для каждой из точек 
отрезка ]2;2[  сумма расстояний до то-
чек –2 и 2 меньше 5. Рассмотрим точки 
справа и слева от отрезка ]2;2[ . Для 
точки, лежащей правее точки 2, сумма 
расстояний от точек –2 и 2 складывается 
из длины отрезка ]2;2[  и удвоенного 
расстояния от этой точки до точки 2. Ис-
комые точки находятся правее точки 2 на 
расстоянии меньше 5,02:)45(  . Ана-
логично искомые точки находятся слева 
от точки –2 на расстоянии меньше 0,5. 
Следовательно,  

 5,25,25|2||2| uuu  
5,2||  u . 

Тогда  




 5,2
||
15,21 2

t
t

t
t

2||5,002||5||2 2  ttt . 
Отсюда 20,5 | log ( 1) | 2x   . 
Последнее неравенство равносильно 

совокупности двух неравенств 








5,0)1(log2

,2)1(log5,0

2

2

x
x

 



























.1
2

1
4
3

,312

2
11

4
1

,412

x

x

x

x
 

Ответ. 1
2

1
4
3

 x , 312  x . 

Замена комбинированных 
выражений 

Пример 57. Решить неравенство  
1 2 249 344 7 7x x      . 

Решение. Пусть 27 x a  , тогда име-
ем 249 344 7 0a a   . Находим решения 

квадратного неравенства: 1
49

a   или 

7a  . Отсюда переходим к решению не-

равенств 2 17
49

x   или 27 7x  . Полу-

чаем 
2 2,

2 1 3.
2 1

x
x x

x

   
    

 
 

Ответ. (3; )  . 
Пример 58. Решить неравенство  

lg lg lg27 7 9 21 3 27 0x x x      . 
Решение. После введения новой пере-

менной lg3 x a  получаем неравенство 
3 27 21 27 0a a a    . Так как уравнение 
3 27 21 27 0a a a     имеет корни 3 , 1 

и 9, то неравенство ( 3)( 1)( 9) 0a a a     
имеет решения 3a    или 1 9a  .  

Выполняя обратную замену, получим, 
что неравенство lg3 3x    не имеет реше-
ний, а из двойного неравенства 

lg1 3 9x   получаем 0 lg 23 3 3x   (3 1) ; 
0 lg 2x  ; lg1 lg lg100x   (основание 
10 1 ); 1 100x  . 

Ответ. [1;100] . 
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3.3. Разбиение области определения 
неравенства на подмножества 

Разбиение ОДЗ неизвестной неравен-
ства на промежутки позволяет упростить 
некоторые неравенства. Решение нера-
венства рассматривают отдельно на каж-
дом промежутке. 

Пример 59. Решить неравенство  

.2222  xx  
Решение. Данное неравенство опреде-

лено при всех значениях х. Рассмотрим 
два случая. 

1. Пусть 0x , тогда неравенство 
примет следующий вид: 

2
1222222  xxxx  (в си-

лу возрастания функции ty 2 ). 
2. Если 0x , то имеем: 


















0

,2
,0122

22
2
12

2

t
t

tt
x

x
x  







































,122

,122

0
,2

,12

,12

x

x

x

t
t

t

t

 












).12(log

),12(log

2

2

x

x
 

С учетом условия 0x  получаем, что 
)12(log2 x  является решением нера-

венства на рассматриваемом промежутке, 
поскольку 01log)12(log 22  , а 

12log)12(log 22  . 
Объединим решения, полученные в 

первом и втором случаях. 

Ответ:   .;
2
1)12(log; 2 





   

Пример 60. Решить неравенство  

xxx  3|2||1| . 

Решение. Решением совокупности 








02
,01

x
x

 являются числа 1 и 2. 

Эти числа разбивают числовую пря-
мую на три промежутка )1;( , )2;1[  и 

);2[  . Освобождаясь от знаков моду-
лей, с учетом знаков выражений под зна-
ком модуля решим данное неравенство 
на каждом из этих промежутков (см. рис. 
13). 

Если 1x , то исходное неравенство 
равносильно неравенству  

0321  xxxx . 

Получаем, что 0x  есть решение ис-
ходного неравенства на рассматриваемом 
промежутке.  

Если 21  x , то исходное неравенст-
во равносильно неравенству  

2321  xxxx . 
Следовательно, на этом промежутке 

решений нет. 
Если 2x , то исходное неравенство 

равносильно неравенству  
6321  xxxx . 

Получаем, что 6x  есть решение ис-
ходного неравенства на рассматриваемом 
промежутке.  

Объединяя полученные решения, за-
пишем ответ.  

Ответ: 6,0  xx . 

Пример 61. (МИЭТ, 2002). Решить 
неравенство  

114
3

|9|
1





 x

x
x

. 

Решение. Данное неравенство равно-
сильно совокупности двух систем: 

(I) 














114
3

9
1

,9

x
x

x

x
 и (II) 















.
114
3

9
1

,9

x
x

x

x
 

Для системы (I) имеем: 

 
Рис. 13 

x1 2 

 



x1

x2 
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















0
)114)(9(

3816
,9

)I( 2

xx
xx

x


















0

)114)(9(
)268)(268(

,9

xx
xx

x
 

268  x . 

Для системы (II) имеем: 

2

9,
2,75,

(II) ( 4) 4.0
( 9)(4 11)

x
x

x x
x x


      

 

Объединяя решения (I) и (II), получаем 
ответ. 

Ответ: 75,2x , 4x , 268 x . 

Пример 62. Решить неравенство  

  .2
2
2log34log 2

2
2 





x
xx  

Решение. Область определения данно-
го неравенства определяется условием:  

0)2)(2(  xx . 

Отсюда получаем два промежутка: 
)2;(   и );2(  .  

Рассмотрим два случая. 
1. Пусть 2x . 
Тогда неравенство примет следующий 

вид: 
 )2(log3)2(log)2(log 222 xxx

2)2(log3 2  x  
или 

2 22log ( 2) log ( 2) 1x x    

 2
2 2log ( 2) log 2( 2)x x    . 

Отсюда 

)2(2)2( 2  xx  или 0)6( xx . 

С учетом условия 2x  получаем 6x . 
2. Пусть 2x . В этом случае нера-

венство примет следующий вид: 
 )2(log3)2(log)2(log 222 xxx

2)2(log3 2  x  
или 

1)2(log)2(log2 22  xx . 

Отсюда 

)2(2)2( 2  xx  или 0822  xx . 

Так как уравнение 0822  xx  не 
имеет корней и старший коэффициент 
положителен, то последнее неравенство 
выполняется при всех действительных 
значениях x , т.е. на всем рассматривае-
мом промежутке. 

В этом случае все значения 2x  яв-
ляются решениями неравенства. 

Объединим полученные решения. 

Ответ: 2x  или 6x . 

Пример 63. Решите неравенство  

 2 3/22 15
2( 3) ( 5)1 7 1

2

x x
x x

 
 


   
 

. 

Решение. ОДЗ неизвестной данного 
неравенства находим из условия 

01522  xx , т.е. 3x  или 5x .  
Рассмотрим исходное неравенство на 

двух промежутках: 1) 3x  и 2) 5x . 
1. При 3x  исходное неравенство 

равносильно неравенству 

 
 









1
2

7
1522

1522

3
1522

xx
xx

x
xx

 

   
1

72

1
3

15221522
1522








x

xx
xx

xx

. 

Поскольку при 3x  верно каждое из 
неравенств: 03  x , 01522  xx , 

17 1522
 xx , 12 1522

 xx , то в этом случае 
левая часть неравенства меньше либо 
равна 1 для любого значения x  из этого 
промежутка. 

2. Пусть 5x . Заметим, что неравен-
ство 1523 2  xxx  справедливо на 
всем этом промежутке. Это следует из 
его решения 

 1523 2 xxx  

315296 22  xxxxx .  
В силу возрастания функции 

,
t

b
ay 





  где ,0 ba  0t , из нера-
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венства 1







t

b
a  следует tt ba  . Поэто-

му имеем 127 15221522
  xxxx , при-

чем равенство достигается при 5x  на 
рассматриваемом промежутке, а при всех 

5x  справедливо строгое неравенство. 
Отсюда получаем 

    






3

15223
1522

27
x

xx
x

xx  

  1522
1522

2



xx

xx . 

Тогда  
 

1
2

7
1522

1522

3
1522









xx
xx

x
xx

 при 5x  

и  
 

1
2

7
1522

1522

3
1522









xx
xx

x
xx

 при 5x . 

Значит, исходное неравенство на рас-
сматриваемом промежутке выполняется 
только при 5x . 

Объединим решения, полученные в 
первом и втором случаях. 

Ответ. 3x  или 5x . 

4. Функционально-графические  
методы решения 

Область применения свойств функции 
при решении неравенств очень широка. 
Наличие свойств (ограниченность, моно-
тонность и т.д.) функций, входящих в не-
равенства позволяет применить нестан-
дартные методы решения к стандартным 
по формулировке задачам – неравенст-
вам. 

Начнем с примера, связанного с 
композицией функций. 

Пример 64. (МИЭТ, 2002). Пусть 

2

2

9
3314)(

x
xxxf




 , xxg )( . Решить 

неравенство   )4()9( fxgf  . 

Решение. Так как, 9)9(  xxg , то 

   )9()9( xfxgf  

2

2

)9(9
33914)9(





x

xx .  

Так как 1
49

334144)4( 2

2





f , то 

неравенство   )4()9( fxgf   примет 
вид 

1
)9(9

33914)9(
2

2





x

xx . 

Сделав замену 9x t  , где 0t , 
получим систему 




























0

,0
9

127

0

,1
9

3314
2

2

2

2

t
t

tt

t
t
tt

 


































3
,0

,0
3
4

0

,0
)3)(3(
)4)(3(

t
t
t
t

t
tt
tt

 









.43
,30

t
t

 

Возвращаясь к переменной x , 
получим 


















1699

,990

493

,390
x
x

x

x
  









.2518

,189
x

x
 

Ответ: 189  x ; 2518  x .  

4.1. Использование области  
определения функции 

Предварительный анализ области до-
пустимых значений неизвестной нера-
венства иногда позволяет получить ре-
шения без преобразований неравенства. 

Пример 65. (МИЭТ, 1998). Решить 
неравенство 923 32  xxx . 

Решение. Область определения нера-
венства задается условием:  

210232  xxx .  

Для этих значений x  получаем: 

 8121 3xx  
198 3  x , 
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т.е. правая часть исходного неравенства 
отрицательна на его области определе-
ния. Следовательно, неравенство спра-
ведливо при всех значениях 21  x .  

Ответ: 21  x . 

Пример 66. Решить неравенство 

  
5

log156 5
2 xxx  

  01102121 2  xx
x

. 

Решение. Область определения нера-
венства задается условиями:  






















.5
,1

0
,010212

,056
2

2

x
x

x
xx

xx
 

Подставляя полученные значения в 
данное неравенство, получим, что: 

при 1x  исходное неравенство при-

мет вид 01
5
1log5   или 00  , т.е. бу-

дет неверно; 
при 5x  имеем верное неравенство 

0
5
1
 . 

Ответ: 5. 

4.2. Использование непрерывности 
функции 

Сформулируем свойство непрерывных 
функций: если функция  непрерывна 
на интервале и не обращается в нуль, то 
она на этом интервале сохраняет по-
стоянный знак. 

На этом свойстве основан метод реше-
ния неравенств с одной переменной – ме-
тод интервалов. Дальнейшие обобщения 
метода интервалов связаны с расширени-
ем класса функций, входящих в неравен-
ство. 

Метод интервалов 
Пусть дана функция ( )f x ax b  , 

( 0)a  . Она равна нулю в единственной 

точке 0
bx
a

  . В силу монотонности не-

прерывная функция ( )f x ax b   прини-

мает на промежутках ; b
a

   
 

 и 

;b
a

   
 

 значения разного знака. 

Сформулируем свойство чередования 
знака линейного двучлена )0(  abax : 

при переходе через значение 
a
bx 0  

знак значения выражения bax   меняет-
ся на противоположный.  

Знание свойства чередования знака 
линейного двучлена bax   позволяет при 
решении неравенств не приводить его к 
каноническому виду 0xx   и определять 
знак соответствующей функции только 
на одном промежутке. 

Рассмотрим функцию 

1 2( ) ( ) ( ) ... ( )nf x f x f x f x    , (*) 

где iii bxaxf )( , причем ji

i j

bb
a a
 , 

0ia , 0ja , ji  , ;,...,2,1 ni   
1, 2, ... ,j n . Функции (*) соответствует 

разбиение числовой прямой на 1n   ин-

тервалов точками i
i

i

bx
a

   ).,...,2,1( ni   

Так как при переходе через каждую точку 
ix  в выражении (*) меняет знак только 

один множитель ii bxa  , то получаем 
следующее свойство чередования знака 
функции (*): при переходе через точку 

i
i

i

bx
a

   из одного интервала в смежный 

знак значения функции (*) меняется на 
противоположный. 

Решение неравенств ( ) 0f x   и 
( ) 0f x   методом интервалов, где ( )f x  – 

функция вида (*), заключается в следую-
щем. На числовой прямой расставляют 

числа i
i

i

bx
a

   и затем для одного из об-

разовавшихся промежутков с помощью 
пробной точки этого промежутка опре-
деляют знак данной функции. В осталь-
ных промежутках знаки расставляем со-
гласно свойству знакочередования функ-

)(xf
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ции (*). Тогда объединение всех проме-
жутков, в которых поставлен знак 
«плюс», представляет решение неравен-
ства ( ) 0f x  , а объединение всех про-
межутков, в которых поставлен знак 
«минус», есть решение неравенства 

( ) 0f x  . Для решения нестрогих нера-
венств необходимо к решениям строгого 
неравенства добавить корни уравнения 

( ) 0f x  . 

Пример 67. Решить неравенство 
2 3(2 5 3)( 3 ) 0x x x    . 

Решение. Перепишем неравенство в 
следующем виде 

3(2 3)( 1)( 3 ) 0x x x    , 
и далее используем метод интервалов. 

1. Рассмотрим функцию  
)3)(1)(32()( 3 xxxxf  . 

2. Область определения функции 
( ) :f x  ( )D f  . 
3. Найдем нули функции: 0)( xf ; 

0)3)(1)(32( 3  xxx . Отсюда полу-
чаем корни уравнения: 1; 1,5; 3 3 . Так 
как 375,35,131 3  , то 5,131 3  . 

4. Найдем промежутки знакопостоян-
ства функции )(xf . Так как для проме-
жутка ( ;1)  имеем 0)0( f , то расстав-
ляем знаки для других промежутков в со-
ответствии с правилом знакочередования, 
как показано на рис. 14. 

Получаем все значения 
3[1; 3] [1,5; )x   , 

при которых ( ) 0f x  . 
Ответ:  3[1; 3] [1,5; )  . 

Неравенство вида ( ) 0
( )

p x
q x

  ( ) 0
( )

p x
q x

 
 

 
 

равносильно неравенству ( ) ( ) 0p x q x   
(соответственно ( ) ( ) 0p x q x  ). Нестрогие 

неравенства вида ( ) 0
( )

p x
q x

  и ( ) 0
( )

p x
q x

  

соответственно равносильны системам 
( ) ( ) 0,
( ) 0

p x q x
q x


 

 и 
( ) ( ) 0,
( ) 0.

p x q x
q x


 

 

На практике неравенство ( ) 0
( )

p x
q x

  ре-

шают, не приводя его к виду 
( ) ( ) 0,p x q x   где символ   заменяет 

один из знаков неравенств: .,,,   

Рассмотрим неравенство ( ) 0
( )

p x
q x

 , где 

( )p x  и ( )q x  – функции вида (*). 

Пример 68. Решить неравенство 

3
34
32

2

2





xx
xx . 

Решение. Приведем неравенство к ви-
ду  

0
)3)(1(
)2)(32(





xx
xx  

и используем метод интервалов. 

1. Пусть 
)3)(1(
)2)(32()(





xx
xxxf . 

2. );3()3;1()1;()( fD . 
3. Нули функции )(xf  найдем из 

уравнения 0)2)(32(  xx . Корни по-
следнего уравнения 1,5 и 2 принадлежат 
области определения )( fD . 

4. На каждом из промежутков )1;( , 
)5,1;1( , )2;5,1( , )3;2( , );3(   функция 

)(xf  непрерывна и сохраняет постоян-
ный знак. Так как 0)0( f , то на проме-
жутке )1;(  функция ( )f x  принимает 
положительные значения. На остальных 
промежутках расставляем знаки по пра-
вилу знакочередования (см. рис. 15). 

Следовательно, 0)( xf  при всех зна-
чениях );3()2;5,1()1;( x . 

Ответ: );3()2;5,1()1;(  . 

 
Рис. 14 

1,5 x1 33

 

 
Рис. 15 

 

2 x 

  



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Первое обобщение метода  
интервалов 

В примерах предыдущего пункта зна-
ки в промежутках знакопостоянства че-
редуются. Рассмотрим рациональные не-
равенства и соответствующие им функ-
ции ( )f x , для которых при переходе из 
одного интервала в смежный интервал 
знак функции ( )f x  может и не меняться. 

Пусть дана функция вида 
)(...)()()( 21

21 xfxfxfxf nk
n

kk  , (**) 

где iii bxaxf )( , причем ji

i j

bb
a a
 , 

0ia , 0ja , ji  , ;,...,2,1 ni   
1, 2, ... ,j n , nkkk ,...,, 21 – фиксирован-

ные натуральные числа. 
Для решения неравенства 0)( xf , 

где выражение )(xf  имеет вид (**), ис-
пользуется обобщенный метод интерва-
лов, который опирается на следующее 
правило чередования знаков выражения: 

при переходе через точку 
i

i
i a

bx   из од-

ного интервала в смежный знак значения 
функции (**) меняется на противопо-
ложный, если ik  – нечетное число, и не 
меняется, если ik  – четное число. 

Пример 69. Решить неравенство 

0
25
162)7()3( 2 






  xxx . 

Решение. 1. Рассмотрим функцию 







 

25
162)7()3()( 2 xxxxf . 

2. ( )D f  . 
3. Найдем нули функции )(xf  из 

уравнения 0
25
162)7()3( 2 






  xxx . 

Отсюда корни уравнения: 3, 7  и 2,64. 
Сравним полученные числа. Так как 

97  , то 97   и 37  . 
Аналогично из неравенства  264,27   

9696,6  получаем 264,27  , 64,27  . 

4. Найдем промежутки знакопостоян-
ства функции ( )f x . Так как 0)0( f , то 
на интервале ( ; 2, 64)  функция ( )f x  
положительна. На других промежутках 
расставляем знаки, учитывая кратность 
корней, как показано на рис. 16. 

Отсюда 0)( xf  при всех значениях 
 3]7;64,2[ x . 

Ответ:  3]7;64,2[  . 

Второе обобщение метода  
интервалов 

Применимость метода интервалов не 
ограничивается решением рациональных 
неравенств.  

Пример 70. Решить неравенство  
2log 0x  . 

Решение. Функция 2( ) logf x x  опре-
делена и непрерывна на промежутке  
(0; )   и обращается в нуль при 1x  . 
Следовательно, на интервалах (0;1)  и 
(1; )  функция ( )f x  сохраняет посто-

янный знак. Так как 1 1
2

f     
 

, (2) 1f  , 

то ( ) 0f x   при всех значениях (0;1]x . 
Ответ: (0;1] . 

Пример 71. Решить неравенство 
arcsin 0x  . 

Решение. Функция ( ) arcsinf x x  оп-
ределена и непрерывна на отрезке [ 1;1]  
и обращается в нуль при 0x  . Значит, 
функция ( )f x  сохраняет свой постоян-
ный знак на каждом из промежутков 

[ 1;0)  и (0;1] . Так как 1 0
2 6

f     
 

, а 

1 0
2 6

f      
 

 то ( ) 0f x   при всех 

значениях (0;1]x . 
Ответ: (0;1] . 

 
Рис. 16 

2,64 x

 
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Пример 72. Решить неравенство 
4

2
1( 1) log 0
2

x x    
 

. 

Решение. Введем функцию 
4

2
1( ) ( 1) log
2

f x x x    
 

. Она определе-

на и непрерывна на промежутке 
1 ;
2

   
 

 и обращается в нуль при 

1
2

x   или 1x  . Значит, на интервалах 

1 1;
2 2

  
 

, 1 ;1
2

 
 
 

 и (1; )  функция ( )f x  

сохраняет постоянный знак.  

Так как 3 0
2

f    
 

, 3 0
4

f    
 

, (0) 0f  , 

то ( ) 0f x   при всех значениях 
1 1; (1; )
2 2

x      
 

. 

Замечание. В данном примере знаки 
функции ( )f x  были определены на каж-
дом из промежутков отдельно с помощью 
пробных точек этих промежутков. Пока-
жем другой способ расстановки знаков 
функции ( )f x  на промежутках. 

Каждая из функций 4
1( ) 1f x x   и 

2 2
1( ) log
2

f x x   
 

 обладает свойством 

знакочередования (докажите самостоя-
тельно): при переходе через точки 1x   и 

1
2

x   соответственно функции 1( )f x  и 

2 ( )f x  меняют знак на противоположный. 
Значит, функция ( )f x  меняет знак при 
переходе через каждую из указанных то-

чек. Так как 3 0
2

f    
 

, то на промежутке 

(1; )  функция ( )f x  положительна. На 
остальных промежутках расставляем зна-
ки по свойству знакочередования функ-
ции ( )f x .  

Ответ: 1 1; (1; )
2 2

    
 

. 

Пример 73. Решить неравенство 

0
)204)(83(

432)52(

4

1
















xx

x

x

x

. 

Решение. Так как при 1x  много-
член 2044  xx  принимает наименьшее 
значение 17 (докажите с помощью произ-
водной), то неравенство 02044  xx  
выполняется при всех значениях х. Тогда 
данное неравенство принимает вид 

0
83

432)52(
1
















x

xx
. 

Используем метод интервалов. 
1. Рассмотрим функцию 

83

432)52(
)(

1















 x

xx
xf . 

2. Функция )(xf  не существует при 
0x  и 8log3x . 

3. Так как каждый из множителей 

52 x  и 432
1

x  обращается в нуль в од-
ной и той же точке 5,2x , то функция 

( )f x  имеет единственный нуль 2,5. От-
метим, что 3 30 log 8 log 9 2 2,5    . 

4. На каждом из промежутков ( ;0) , 

3(0;log 8) , 3(log 8;2,5)  и (2,5; )   опре-
делим знак функции ( )f x : ( 1) 0f   , 

(1) 0,f  (2) 0,f   (5) 0f   (см. рис. 17). 
Значит, 0)( xf  при всех значениях 

 5,2)8log;0( 3 x .  

Замечание. Если учесть, что каждая из 
функций 1( ) 2 5f x x  , 2 ( ) 3 8xf x   , 

1

3( ) 32 4xf x    меняет знак при переходе 

через точки 5
2

, 3log 8 , 0 и 5
2

 соответст-

венно (докажите самостоятельно), то 

 

Рис. 17 

2,5 x

  
log38
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можно было использовать свойство зна-
кочередования функции ( )f x  при рас-
становке знаков на промежутках: функ-
ция ( )f x  меняет знак при переходе через 
точки 0 и 3log 8 , не меняет знак при пе-
реходе через точку 2,5. 

Ответ: 5,2;8log0 3  xx . 

Пример 74. Решить неравенство 
2

23 1 3 10 3 9 0
x

x x
 
     

 
. 

Решение. Обозначим ,3 tx   где 
0t . Тогда данное неравенство примет 

следующий вид 







  09101

3
2 ttt

 

0910)3( 2  ttt . (*) 

Используем метод интервалов. 
1. Рассмотрим функцию 

910)3()( 2  ttttf . 

2. Найдем область определения функ-
ции )(tf . Для этого решим неравенство  

09102  tt ; ;0)9)(1(  tt  1t  или 
9t . Отсюда );9[]1;()( fD . 

3. Находим нули функции )(tf . 

2( 3) 10 9 0t t t    
2 10 9 0,
3 0.

t t
t

   

 

 

Из совокупности получаем числа 1, 3, 
9, нулями функции из которых являются 

1t  или 9t , так как )(3 fD . 
4. Находим промежутки знакопостоянства 
функции )(tf . Так как 0)0( f , 0)10( f , 
то получаем, что 0)( tf  при всех значе-
ниях   );9[1 t  (см. рис. 18). 

Полученные решения удовлетворяют 
условию 0t . Вернемся к переменной х. 

Так как 






,9
,1

t
t

 то имеем 





























.4
,0

813
,13

93

,13
x
x

x

x

x

x

 

Замечание. Удобнее в алгоритм реше-
ния неравенства (*) методом интервалов 
не вносить дополнительное условие 0t , 
а учитывать его перед возвращением к 
первоначальной переменной.  

Ответ: );4[}0{  . 

4.3. Использование ограниченности  
функций 

При решении неравенств методами, 
основанными на использования ограни-
ченности функции, необходимо уметь 
находить множество значений произ-
вольной функции, а также знать области 
значений стандартных функций (напри-
мер, 1sin1  x , 0x  и т.д.). 

Метод оценки 

Иногда неравенство )()( xgxf  , где 
символ   означает один из знаков нера-
венств  ,,, , устроено так, что при 
всех допустимых значениях неизвестной 
x  имеют место неравенства  f x A  и 

 g x A  при некотором А. В этом случае: 
а) решение неравенства )()( xgxf   

сводится к нахождению тех значений x , 
для которых одновременно  f x A  и 

Axg )( ; 
б) неравенство ( ) ( )f x g x  не имеет 

решений; 
в) решение неравенства )()( xgxf   

сводится к нахождению тех решений не-
равенства Axf )( , для которых опреде-
лена функция )(xg ; 

г) неравенство ( ) ( )f x g x  верно для 
всех допустимых значений x . 

Обычно внешним признаком для ис-
пользования этого метода, является на-
личие в неравенстве функций разных ти-
пов: алгебраических, тригонометриче-
ских, показательных, логарифмических и 
т.п., что затрудняет или делает невоз-
можным использование стандартных ме-
тодов (замены, разложения на множители 
и т.д.). 

 
Рис. 18 

 

9 t1

 
    f(t) не
определена
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Пример 75. Решить неравенство 
4

5 1log xx  . 

Решение. Область определения нера-
венства задается условиями:  

10
01

,0
4









x

x
x

. 

Для всех x из полученного множества 
имеем 0log5 x , а 01 4  x . Следова-
тельно, решением этого неравенства яв-
ляется промежуток ]1;0( . 

Ответ: ]1;0( . 

Пример 76. Решить неравенство 

4
15cos4)25(16 22 xx 

 . 

Решение. Оценим правую часть. Так как  

,1
4

15cos0 2 



x

 то 5
4

15cos44 2 



x

.  

Для левой части последовательно име-
ем 0)25( 2 x , 0)25( 2  x , 

16)25(16 2  x , 4)25(16 2  x  
при всех допустимых значениях x . 

Исходное неравенство возможно толь-
ко в том случае, если обе части неравен-
ства равны 4, то есть данное неравенство 
равносильно системе 
















.4
4

15cos4

,4)25(16

2

2

x
x

 

Первое уравнение системы имеет один 
корень 0, 4,x    который удовлетворяет 
и второму уравнению. 

Ответ: –0,4. 
Пример 77. (МИЭТ, 2005). Решить 

неравенство 
4 2 2043117  xxxx . 

Решение. Рассмотрим функцию 
xxxf  117)( . 

Ее область определения ]11;7[)( fD . 
Найдем экстремумы функции: 

1 1( )
2 7 2 11

f x
x x

   
 

11 7
2 7 11

x x
x x
  
 

, 

)11;7()( fD . Найдем нули производ-
ной из уравнения 0)(  xf . Из уравнения 

711  xx  получаем 2x . 
0)(  xf  при 27  x ; 
0)(  xf  при 112  x . 

Следовательно, 2x  – точка макси-
мума функции )(xf  и 6)2( f . Значит 

6117  xx  при всех допусти-
мых значениях x .  

Оценим правую часть исходного неравен-
ства  4 24 2 16)2(32043 xxx  

6163 4  . 
Таким образом, для исходного нера-

венства нужно, чтобы его левая и правая 
части были равны 6. Это выполняется 
при 2x . 

Ответ: 2. 

Неотрицательность функции 
Пусть левая часть неравенства ( ) 0f x   

( ( ) 0f x  ) есть сумма нескольких функ-
ций )(...)()()( 21 xfxfxfxf n , каж-
дая из которых неотрицательна для любо-
го x  из области ее определения. Тогда не-
равенство 0)( xf  равносильно системе 
уравнений 

1

2

( ) 0,
( ) 0,

...............
( ) 0,n

f x
f x

f x


 


 

 

а неравенство 0)( xf  сводится к нахож-
дению области определения функции )(xf . 

Пример 78. Решить неравенство 

.01032678 223  xxxxx  
Решение. Так как левая часть неравен-

ства неотрицательна, то данное неравен-
ство выполняется только при одновре-
менном равенстве нулю слагаемых 












0103

,02678
2

23

xx

xxx
 

2
2

,5
,02678 23


















 x

x
x

xxx
. 
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Ответ: 2. 

Пример 79. Решить неравенство 
2 25 14 lg( 6 10) 0x x x x      . 

Решение. Так как при всех допусти-
мых значениях x  2 5 14 0x x    и 
 2lg ( 3) 1 0x    , то левая часть данного 

неравенства неотрицательна. Уравнение 
2 25 14 lg( 6 10) 0x x x x       может 

иметь корни, если выполняются условия  

 
2

2

5 14 0,

lg ( 3) 1 0.

x x

x

   


  
 

Полученная система уравнений не 
имеет решений. Значит, данное неравен-
ство выполняется на своей области опре-
деления, то есть при всех x  таких, что 

2 5 14 0x x   . Множество решений это-
го квадратичного неравенства есть: 
( ; 2] [7; )     . 

Ответ: ( ; 2] [7; )     . 

Применение свойств модуля 
Пример 80. Решить неравенство 

23|23| 22  xxxx . 
Решение. Из условия aa ||  и из 

свойств модуля aa ||  имеем aa || . 
Отсюда по определению модуля получа-
ем 0a , где 232  xxa . Неравенство 

0232  xx  имеет решения 
);2[]1;(  . 

Ответ: );2[]1;(  . 

Пример 81. (МИОО, 2010). Решить 
неравенство 

 |54||32| 223 xxxxx  
|5| 23  xxx . 

Решение. Неравенство имеет вид 
|||||| baba  , где xxxa 32 23   

и 542  xxb .  
С другой стороны известно неравенст-

во треугольника |||||| baba  . От-
сюда получаем равенство 

|||||| baba  , которое справедливо 
при условии 0ab .  

Из неравенства 

0)54)(32( 223  xxxxx  
или  

0)5)(1)(3)(1(  xxxxx  

получаем множество решений исходного 
неравенства );3[]1;0[]1;5[  . 

Ответ: );3[]1;0[]1;5[  . 

Напомним некоторые дополнительные 
свойства модулей. 

● Сумма модулей равна алгебраиче-
ской сумме подмодульных выражений 
тогда и только тогда, когда каждое выра-
жение имеет тот знак, с которым оно 
входит в алгебраическую сумму. 

 

 

 

● Сумма модулей равна модулю алгеб-
раической суммы подмодульных выра-
жений тогда и только тогда, когда одно-
временно все выражения имеют тот знак, 
с которым они входят в алгебраическую 
сумму, либо одновременно все выраже-
ния имеют противоположный знак. 

 

gfgf  ||||    







.0
,0

g
f

 

gfgf  ||||    







.0
,0

g
f

 

gfgf  ||||    







.0
,0

g
f

 

gfgf  ||||    







.0
,0

g
f

 

 |||||| gfgf   









0

,0
g
f

 или 







0
,0

g
f

   0fg ; 

 |||||| gfgf  









0

,0
g
f

 или 







0
,0

g
f

   0fg . 
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Одна из схем решения уравнения для 
трех слагаемых: 

Ограниченность синуса и косинуса 
Пример 82. (МИЭТ, 1998). Решить 

неравенство 
342)1cos()22( 22  xxxxx . 

Решение. Поскольку 0222  xx  
при любом x , то, разделив обе части не-
равенства на 222  xx , придем к равно-
сильному неравенству 






22
342)1cos( 2

2

xx
xxx  

1)1(
)1(1)1cos( 2

2





x

xx . 

Так как 1)1cos( x , а правая часть 

неравенства 1
1)1(

)1(1 2

2







x
x  при всех 

значениях x  и 1
1)1(

)1(1 2

2







x
x  при 

1x , то равенство возможно только 
при 1x . Проверкой убеждаемся, что и 
левая часть неравенства при 1x  также 
равна 1. 

Ответ: 1 . 

Применение классических неравенств 
Рассмотрим классическое неравенство 

Коши, известное школьникам как нера-
венство между средним арифметическим 
и средним геометрическим неотрица-
тельных чисел, которое эффективно мо-
жет быть использовано при решении не-
равенств. 

Неравенством между средним арифме-
тическим и средним геометрическим при 

1 2, 0a a   имеет вид: 

1 2
1 22

a a a a
   или 1 2 1 22a a a a   

причем равенство 1 2 1 22a a a a   воз-
можно лишь при 1 2a a . 

Отсюда, например, следует, что при 

0x  функция 1( )f x x
x

   ограничена 

снизу, т.е. 1 12 2x x
x x

    , причем 

21


x
x  при 1x . 

В общем случае верно следующее не-
равенство.  

Пример 83. Решить неравенство 
1007 2014 2015x

x
  . 

Решение. Запишем левую часть дан-
ного неравенства следующим образом 

1007 1007

2014 слагаемых

2014 1 1...x x
x x x

    


 

Используя неравенство между сред-
ним арифметическим и средним геомет-
рическим, получим  

1007 1 1...x
x x

     

10072015
1 12015 ...x
x x

       

20152015 1 2015   . 

Причем равенство имеет место при ра-
венстве слагаемых, т.е. при  

1007 1 1x x
x

   . 

Следовательно, исходное неравенство вы-
полняется только при . При всех ос-
тальных допустимых значениях  левая 
часть исходного неравенства больше 2015. 

Ответ: 1. 

1x
x

Неравенство Коши: для любых неотри-
цательных чисел naaa ,...,, 21  справедливо 
неравенство 

n
n

n aaa
n

aaa



...

...
21

21 , 

причем равенство достигается только в 
случае naaa  ...21 . 

 |||||||| hgfhgf  














0

,0
,0

h
g
f

 или 












.0
,0
,0

h
g
f
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4.4. Использование монотонности 
функций 

При использовании монотонности 
функций различают случаи, когда функ-
ции, стоящие в обеих частях неравенства, 
имеют одинаковую монотонность или 
разную монотонность. 

Монотонность функции  
на множестве   

Если функция )(tf  строго возрастает 
на  , то неравенство    )()( xgfxhf   
равносильно неравенству ).()( xgxh   

Если функция )(tf  строго убывает на 
 , то неравенство    )()( xgfxhf   
равносильно неравенству ).()( xgxh   

Отметим следствия из этих утвержде-
ний, которые часто используют при ре-
шении неравенств.  

Следствие 1. Так как функция 
2 1( ) ,nf t t   n , строго возрастает на 

 , то равносильны следующие неравен-
ства: 

Следствие 2. Так как функция 
2 1( ) ,nf t t  n , строго возрастает на 

 , то равносильны следующие неравен-
ства: 

Следствие 3. Так как функция 
( ) ( 1)tf t a a   строго возрастает на  , 

то равносильны следующие неравенства: 

 

Следствие 4. Так как функция 
( ) (0 1)tf t a a    строго убывает на  , 

то равносильны следующие неравенства: 

Следствие 5. Так как функция 
( ) arctgf t t  строго возрастает на  , то 

равносильны следующие неравенства: 

Следствие 6. Так как функция 
( ) arcctgf t t  строго убывает на  , то 

равносильны следующие неравенства: 

Пример 84. Решить неравенство  
5 1 0x   . 

Решение. Запишем данное неравенст-
во в следующем виде 5 5( 1)x   . Функция 

5y t  строго возрастает на  , поэтому 
последнее неравенство равносильно не-
равенству 1x   . 

Ответ: ( ; 1)  . 

Пример 85. Решить неравенство  
3 34 4 3x x      . 

Решение. По свойству строго возрас-
тающей функции 3y t  на   имеем 

4 4 3x x      ; 
4 7 0x x     . 

Используем метод интервалов. 
1. Рассмотрим функцию 

( ) 4 7f x x x     . 
2. Найдем область определения 

функции ( )f x . Для этого решим 
неравенство 4 0x   , 4x   . Отсюда 

( ) ( ; 4]D f    . 
3. Находим нули функции ( )f x . 

4 7 0x x      4 7x x      

   2 1 2 1( ) ( )n nh x g x     ( ) ( )h x g x , 
где n . 

1212 )()(   nn xgxh  ( ) ( )h x g x ,  
где n . 

)()( xgxh aa    ( ) ( )h x g x ,  
при 1a  . 

   )(arctg)(arctg xgxh    ).()( xgxh   

)()( xgxh aa    ( ) ( )h x g x ,  
при 0 1a  . 

   )(arcctg)(arcctg xgxh   ).()( xgxh   
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24 ( 7) ,
7 0

x x
x

   
 

 
 

15 13 13 15,
2 2

7

x x
x

     
  

. 

4. На каждом из промежутков 
13 15;

2
 
  
 

, 13 15 ; 4
2

 
 

 
 функция 

( )f x  непрерывна и сохраняет постоян-
ный знак.  

Так как ( 7) 0f   , ( 4) 0f   , то полу-
чаем, что ( ) 0f x   при всех значениях 

13 15 ; 4
2

x
 

  
 

. 

Ответ: 13 15 ; 4
2

 
 

 
. 

Пример 86. Решить неравенство  
3
3 12

16

x
x

  . 

Решение. Запишем данное неравенст-

во в виде 
3

432 2
x
x


   и по свойству строго 
возрастающей функции 2ty   получим 

равносильное неравенство 3 4.
3

x
x


 


 

После преобразований неравенство 
5 9 0

3
x
x





 решаем методом интервалов и 

находим решения 9; (3; )
5

     
. 

Ответ: 9; (3; )
5

     
. 

В некоторых неравенствах необходимо 
выполнить ряд преобразований, чтобы 
получить неравенства рассматриваемого 
вида. 

Пример 87. Решить неравенство  
.355234 3322   xxxx  

Решение. Приведем данное неравен-
ство к следующему виду  

  2332 525334 xxxx  

  )25(5)34(3 22 xx  

022
22

5
3

5
31

5
353 

























xx
xx . 

Учитывая свойство строго убывающей 

функции 
t

y 







5
3 , получаем 02 x  и 

2x . 
Ответ: );2[  . 

Пример 88. Решить неравенство  
2 2arctg ( 2 ) arctg( 1)x x x x    . 

Решение. Так как функция arctgy t  
строго возрастает на  , то данное нера-
венство можно заменить равносильным 

2 22 1x x x x    . Отсюда получаем ре-

шения 1
3

x  . 

Ответ: 1 ;
3

   
 

. 

Пример 89. Решить неравенство  
2 2arcctg(2 2 3) arcctg( 2 )x x x x    . 

Решение. Так как функция arcctgy t  
строго убывает на  , то данное неравен-
ство равносильно неравенству 

2 22 2 3 2x x x x    . Отсюда находим 
решения ( ;1] [3; )   . 

Ответ: ( ;1] [3; )   . 

Пример 90. Решить неравенство  
2 5 5 2(2 1) (3 ) 3 2 1x x x x     . 

Решение. Перепишем данное неравен-
ство в виде 

2 5 2 5(2 1) 2 1 (3 ) 3 .x x x x      (*) 

Рассмотрим функцию tttf  5)( , оп-
ределенную при всех действительных 
значениях t.  

Тогда неравенство (*) примет вид 

)3()12( 2 xfxf  . 

Так как 015)( 4  ttf  для любого 
,t  то функция )(tf  строго возрастает 

на  . Для возрастающей функции, опре-
деленной на всей числовой прямой, нера-
венство )()( 21 tftf   равносильно нера-
венству 21 tt  . 
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Следовательно, неравенство (*) равно-
сильно неравенству ,312 2 xx   реше-
нием которого являются 5,0x  или 

1x . 
Ответ: ( ; 0,5) (1; )   . 

Пример 91. (МИЭТ, 2005). Решить 
неравенство 

xxxxx 63431|)|1( 22  . 

Решение. Рассмотрим функцию  
231)1()( tttf  , 

определенную на всей числовой прямой.  
Поскольку 22 )1(31634 xxx  , 

)1(1 xx  , то данное неравенство 
примет вид 

)1(|)(| xfxf  . 
Выясним характер монотонности 

функции )(tf . Для этого найдем ее про-
изводную: 





2

2

312

6)1(311)(
t

ttttf  

2

2

2

2

31
136

31
)1(331

t
tt

t
ttt









 . 

Заметим, что многочлен 136 2  tt  
не имеет корней и его старший коэффи-
циент меньше нуля. Значит 

0136 2  tt  при всех t  и соответст-
венно 0)(  tf  на  . Это означает, что 
функции )(tf  убывающая. Для убы-
вающей функции, определенной на всей 
числовой прямой, неравенство 

)()( 21 tftf   равносильно неравенству 

21 tt  . Следовательно, 

 xxxfxf 1||)1(|)(|  

2
1

1
,1








 x
xx

xx
. 

Ответ: 0,5x  . 

Монотонность функции  
на промежутке 

Если функция )(tf  определена и явля-
ется возрастающей на своей области оп-
ределения – промежутке М, то  

   
( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ,
( ) ,

h x g x
f h x f g x E h M

E g M


  
 

 

где )(hE  и )(gE  – множество значений 
функций )(xh  и )(xg  соответственно. 

Если функция )(tf  строго убывает на 
своей области определения – промежутке 
М, то  

   
( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ,
( ) ,

h x g x
f h x f g x E h M

E g M


  
 

 

где )(hE  и )(gE  – множество значений 
функций )(xh  и )(xg  соответственно. 

Следствие 1. Так как функция 
2( ) nf t t , где n , возрастает на про-

межутке [0; ) , то равносильны сле-
дующие неравенства: 

Следствие 2. Так как функция 
( ) logaf t t  при 10  a  убывает, а при 

1a   возрастает на промежутке (0; ),
то равносильны следующие неравенства: 

Следствие 3. Так как функция 
( ) arcsinf t t  возрастает на промежутке 

[ 1;1],  то равносильны следующие нера-
венства: 

2 2( ) ( )n nh x g x    ( ) ( ) 0h x g x  , 
где n . 

   )(arcsin)(arcsin xgxh     
  1 ( ) ( ) 1g x h x    . 

   )(log)(log xgxh aa     0 ( ) ( )h x g x   
при 10  a ; 

   )(log)(log xgxh aa     0 ( ) ( )g x h x   
при 1a  . 
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Следствие 4. Так как функция 
( ) arccosf t t  убывает на промежутке 

[ 1;1],  то равносильны следующие нера-
венства: 

Пример 92. Решить неравенство 
24 411 31 4x x x    . 

Решение. В силу строгого возрастания 
функции 4y t  на множестве [0; )  
данное неравенство равносильно системе 

2 11 31 4,
4 0.

x x x
x

    


 
 

2 12 35 0,
4.

x x
x

   
 



4 5,
7.
x

x
 

 
 

Ответ: [4;5) (7; )  . 

Пример 93. Решить неравенство 

   1log24log 3
3

23
3  xxxx . 

Решение. Так как функция ty 3log  
строго возрастает на множестве 0t , то 
данное неравенство можно заменить рав-
носильной системой 











01
,124

3

323

x
xxxx

   

2

3

4 3 0,
1

x x
x

    


1
33,

1

x
xx

x

 
  
 

.  

Ответ: );3[  . 

Пример 94. Решить неравенство  
).4(log)6(log 5,0

2
5,0  xxx  

Решение. Так как основание 0,5 лога-
рифмов, стоящих в обеих частях неравен-
ства, удовлетворяют условию 15,00  , 
то, получаем, что данное неравенство 
равносильно системе 



















.0)3)(2(
,0)10)(10(

06
,46

2

2

xx
xx

xx
xxx

 

На рис. 19 представлена графическая 
интерпретация получения решения по-
следней системы неравенств. 

Ответ: ].10;2()3;10[   
Обратим внимание на правильное ис-

пользование формул при выполнении 
равносильных преобразований выраже-
ний, входящих в неравенство.  

Рассмотрим следующие формулы: 

  )(log)(log)()(log xgxfxgxf aaa   (1) 
и 

)(log)(log
)(
)(log xgxf

xg
xf

aaa  , (2) 

где 1,0  aa , 0)( xf  и 0)( xg . 
Заметим, что равенства (1) и (2) в об-

щем случае не являются тождествами, 
поскольку области определения левой и 
правой частей равенства могут не совпа-
дать. Так в левой части равенств (1) и (2) 
выражение будет определено при таких 
значениях x , когда и 0)( xf  и 0)( xg . 
Правая часть при таких значениях x  не 
имеет смысла. 

Формулы (1) и (2) используются при 
решении неравенств как для преобразо-
вания логарифма произведения (частно-
го) в сумму (разность) логарифмов соот-
ветственно, так и в обратную сторону. 

В общем случае замена выражения 
 log ( ) ( )a f x g x  на выражение 

log ( ) log ( )a af x g x  или ( )log
( )a

f x
g x

 на 

log ( ) log ( )a af x g x  может привести к 
потере решений неравенств. Если в нера-
венствах даны выражения 

 )()(log xgxfa   или 
)(
)(log

xg
xf

a  и есть же-

лание преобразовать их в сумму или раз-
ность логарифмов, то равносильный пе-
реход от одного выражения к другому 
выглядит так  

  |)(|log|)(|log)()(log xgxfxgxf aaa   

 
Рис. 19 

3 x2 10 10
   )(arccos)(arccos xgxh      

  1)()(1  xgxh . 
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и 

|)(|log|)(|log
)(
)(log xgxf

xg
xf

aaa  . 

В общем случае переход справа налево 
в формулах (1) и (2) может привести к 
приобретению посторонних решений не-
равенств. Однако эти посторонние реше-
ния могут быть исключены, как не вхо-
дящие в область определения переменной 
исходных выражений неравенства.  

Пример 95 (ЕГЭ 2011). Решить нера-
венство 

3
)9(log12)2712(log11

11

9
2

9 



x

xxx . 

Решение. Значения x , при которых 
определены обе части неравенства, зада-

ются условиями 11

( 3)( 9) 0,

( 9) 0
3

x x

x
x

  
  

 

 

2

11

12 27 0, 3,
( 9) 9.0

3

x x x
x x
x

        


 

Область определения данного нера-
венства – есть множество 

);9()3;(  . Для таких значений x  
исходное неравенство приводится к виду: 

 |)9(|log|)3(|log 11
9

11
9 xx  

 |3|log|)9(|log12 9
11

9 xx  
 12|3|log|)3(|log 9

11
9 xx  

 12)3(log 12
9 x  

 1212 9)3(x | 3 | 9x    126  x . 
Учитывая, что значения  )3;(x  

);9(  , получим ответ ]12;9()3;6[  . 

Ответ: . 

Пример 96. Решить неравенство  

 
2

3
4log log1/5 50,5 1.x  

    

Решение. Так как функция 
t

y 







2
1  

убывающая и 
0

2
11 





 , то получаем 

 
2

3 1/5
4log log
50,5 1x  

   

2
3 1

5

4log log 0
5

x    
 

. 

Функция ty 3log  возрастает на множе-
стве (0; )  . С учетом того, что 

1log0 3 , последнее неравенство равно-
сильно системе  

2
1
5

2
1
5

4log 1,
5

4log 0
5

x

x

       
      

 

2
2

1 1
5 5 2

2
1 1

25 5

4 1 ,4 1 5 5log log ,
5 5 4 0,

54log log 1 45 1
5

x
x

x
x

x

              
        

2

2

1,
9 .
5

x

x

 
 



 

Далее, 







.1

,1
12

x
x

x  и 
5
92x  

5
3

5
3

 x . Учитывая, что 35   

и, значит, ,1
5

3
  а 1

5
3

 , запишем 

решение исходного неравенства 

.
5

3;11;
5

3

















   

Ответ: 


















5
3;11;

5
3

. 

Пример 97. Решить неравенство  
4

2 77 loglog7 2 7.xx x   
Решение. Заметим, что выражения, 

входящие в неравенство, определены при 
всех 0x , и для любого 0x  справед-
ливо тождество 

x
x 7log

7 . 
Следовательно, неравенство можем 

записать в следующем виде. 

4
2 7 77 log loglog7 (7 ) 2 7

x xx     

]12;9()3;6[ 
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 4
1

log4log 777272
2
7

2
7 xx  


2
1|log|

4
1log 7

2
7 xx  




























.
7

10

,7

2
1log

,
2
1log

7

7

x

x

x

x
 

Ответ: );7[
7

1;0 







. 

Пример 98. Решить неравенство  

.100
10

2lg









xx  

Решение. Область определения данно-
го неравенства: 0x  . Так как обе части 
исходного неравенства положительны, то 
по свойству строго возрастающей функ-
ции lgy t  на множестве (0; )  имеем 
равносильное неравенство 

lg 2

lg lg100
10

xx 
   
 

; (lg 2)(lg 1) 2x x   . 

Пусть lg x a , тогда из неравенства 
( 2)( 1) 2a a    или 2 3 0a a   находим 
решения 0 3a  .  

Возвращаемся к первоначальной пе-
ременной: 0 lg 3x  ; lg1 lg lg1000x  ; 
1 1000x  . 

Ответ: ).1000;1(  
Пример 99. Решить неравенство 

)23arcsin()23arcsin( 2  xxx . 

Решение. Функция ty arcsin  опре-
делена при 11  t  и возрастает на всей 
области определения. Используя свойст-
ва этой функции, перейдем к равносиль-
ной системе 



































3
1

,0123
,0253

123
,231

,2323
2

2

2

2

x

xx
xx

x
xx
xxx

  
3
1

3
1

,2
3
1















x

x

x
. 

Ответ: 
3
1

 . 

Пример 100. Решить неравенство 

 21arccos arccos 4 3
2

x x x
   . 

Решение. Функция arccosy t  опре-
делена при 1 1t    и убывает на всей 
области определения. Поэтому данное 
неравенство равносильно системе 

2

2

2
2

1 4 3,
2 2 9 7 0,

1 1, 3,
2

( 2) 0.4 3 1.

x x x
x x

x x

xx x

   
   
     

       


1 3x   . 
Ответ: (1;3] . 

Пример 101. Решить неравенство  

)(coslog)(coslog 192284 2 xx xxx 
 . 

Решение. Из условий  























1cos0
,119
,019

,12284
,02284

2

2

x
x
x

xx
xx

 

получаем  

.
2

1671

,6;
2

3
2

;
22

3;7










 







 







 



x

x
  (*) 

Так как по условию 1cos0  x , то 
рассмотрим два случая. 

1. Пусть 1cos x , тогда из множества 
чисел 2 ,n n  , с учетом (*) решения-
ми данного в условии неравенства явля-
ются два числа  2  и 0. 

2. Для случая 1cos0  x  исследуем 
функцию ay tlog , где 1,0  tt  и 
число 10  a . Так как  

0
ln
ln

ln
ln)(log 2 










tt
a

t
aay t , 
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то функция ay tlog  возрастает на каж-
дом из промежутков (0;1)  и (1; ) . 

а) Для функции ay tlog , возрас-
тающей на промежутке )1;0( , получаем  

2

2

0 84 2 2 1,
0 19 1,

84 2 2 19

x x
x

x x x

    


   
    

 

2

2

7 6,

84 2 2 1,
19 18,

84 2 2 19.

x

x x
x

x x x

  


      
    

 

Нет решений. 
б) Для функции ay tlog , возрас-

тающей на промежутке );1(  , получа-
ем 















192284
,119

,12284

2

2

xxx
x

xx
  

















06532
,18

,08322

2

2

xx
x

xx
  
































5
,5,6

,18

,
2

1671
2

1671

x
x

x

x

  


















.
2

16715

,
2

13
2

1671

x

x
 

Полученные решения удовлетворяют 
условию (*). 

Ответ:  









 0;2
2

13;
2

1671  








 


2
1671;5 . 

Функции разной монотонности  

Пусть на промежутке );( ba  заданы 
возрастающая функция )(xf  и убываю-
щая функция )(xg , причем 0x  – корень 
уравнения )()( xgxf  , принадлежащий 
промежутку );( ba . Тогда решение нера-
венства )()( xgxf   – все числа из про-
межутка );( 0 bx , а решение неравенства 

)()( xgxf   – промежуток );( 0xa  (см. 
рис. 20). 

Пусть на промежутке );( ba  задана 
возрастающая функция )(xf  и 0x  – ко-
рень уравнения cxf )( , принадлежа-
щий промежутку );( ba . Тогда решение 
неравенства cxf )(  – все числа из про-
межутка );( 0 bx , а решение неравенства 

cxf )(  – промежуток );( 0xa  (см. рис. 
21). 

Пример 102. Решить неравенства: 

а) 335 3148052 xxxx  . 

б) 335 3148052 xxxx  . 

Решение. Рассмотрим функции 
8052)( 35  xxxxf  и 3 314)( xxg  . 

Функция )(xf  определена и дифферен-
цируема на  . Исследуем ее на моно-
тонность: 

05310)( 24  xxxf , 

 
Рис. 20 

a b x

y=f (x)

O

y

x0

y=g (x)

 
Рис. 21 

a b x

y=f (x)

O

y

x0

c
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как сумма неотрицательных слагаемых и 
положительного слагаемого. Поэтому 
функция )(xf  строго возрастает на  . 

Функция )(xg  определена на   и 
дифференцируема на множестве 







 






  ;

3
14

3
14; , причем  

.0
)314(

1)(
3 2







x
xg  

Значит, функция )(xg  убывает на  . 
Поскольку функция )(xf  строго воз-

растает, а функция )(xg  убывает на  , 
то уравнение )()( xgxf   имеет не боль-
ше одного корня. Подбором находим, что 

2x  является корнем этого уравнения, 
так как получаем верное равенство 

335 23148025222  . 

Значит, решения неравенства а) есть 
промежуток );2(  , а неравенства б) – 
промежуток ( ; 2) . 

Ответ: а) );2(  ; б) ( ; 2) . 

Пример 103. Решить неравенство 

41)2(log2 3
36  xxxx . 

Решение. Область определения данно-
го неравенства есть промежуток [0;1]. 
Функция  

xxxxy  1)2(log2 3
36  

возрастает на этом промежутке как сумма 
возрастающих функций. Так как 4)1( f , 
то все значения x  из множества [0;1) 
удовлетворяют исходному неравенству. 

Ответ: [0;1). 

Рационализация неравенств 
При решении неравенств методом ин-

тервалов вычисление значений функций 
в промежуточных точках может вызвать 
трудности вычислительного характера. С 
другой стороны, применение свойства 
знакочередования рациональной функции 
сводит вычисления до минимума.  

Чтобы расширить возможности при-
менения метода интервалов при решении 
неравенств, используем идею рационали-
зации неравенств (см. [2]), известную в 

математической литературе под другими 
названиями (метод декомпозиции – Мо-
денов В.П., метод замены множителей – 
Голубев В.И.). 

Метод рационализации заключается в 
замене сложного выражения ( )F x  на бо-
лее простое выражение ( )G x  (в конечном 
счете, рациональное), при которой нера-
венство ( ) 0G x   ( ( ) 0G x  ) равносильно 
неравенству ( ) 0F x   ( ( ) 0F x  )в области 
определения выражения . В этом 
случае будем говорить, что выражение 

( )G x  является рационализацией (или ра-
ционализирующим выражением) для вы-
ражения ( )F x . 

Идея метода рационализации состоит в 
использовании свойств монотонной 
функции.  

Сначала напомним теорему о корне 
монотонной функции. 

Следствие 1. Если ( )p x  – возрастаю-
щая функция на промежутке M , то для 
любых чисел 1 2,x x M  неравенства 

1 2( ) ( )p x p x  и 1 2x x  равносильны, или 

1 2 1 2( ) ( ) 0 0p x p x x x      (аналогич-
но 1 2 1 2( ) ( ) 0 0p x p x x x     ). 

Следствие 2. Если ( )p x  – убывающая  
функция на промежутке M , то для лю-
бых чисел 1 2,x x M  неравенства 

1 2( ) ( )p x p x  и 1 2x x  равносильны, или 

1 2 1 2( ) ( ) 0 0p x p x x x      (аналогич-
но 1 2 1 2( ) ( ) 0 0p x p x x x     ). 

Отметим, что функции ( ) logap t t  и 
( ) tp t a  являются монотонными на всей 

своей области определения, причем при 
1a   они являются возрастающими, а 

при 0 1a   – убывающими. 
Рассмотрим знаки выражений ( )F x   

 

)(xF

Теорема. Если ( )p x  – функция, монотон-
ная на промежутке M , и ( )E p  – множе-
ство ее значений на этом промежутке, то 
для любого числа ( )c E p  существует и 
притом единственный корень 0x M  
уравнения ( )p x c . 
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log ( ) log ( )a af x g x  , ( ) ( )f x g x  и 
( ) ( 1)( ( ) ( ))G x a f x g x    в зависимости 

от a  на области определения ( )F x , за-
данной системой неравенств 

0,
1,

( ) 0,
( ) 0.

a
a
f x
g x


 
 
 

         (*) 

Табл. 1. 
a  ( )F x  ( ) ( )f x g x  ( )G x  

1a   + + + 
1a   – – – 

0 1a   + – + 
0 1a   – + – 

Из таблицы следует, что выражения 
( )F x  и ( )G x  при всех допустимых зна-

чениях x  имеют одинаковые знаки.  
Полученный результат запишем в виде 

теоремы.  

Поскольку при 0a   и 1a   и всех 
допустимых значениях x  справедливы 
равенства: 

log ( ) log ( ) log b
a a af x b f x a   ,  

log ( ) log ( ) 0 log ( ) log 1a a a af x f x f x    , 

то получаем следующие следствия из 
теоремы 1.  

Следствие 1. При 0a   и 1a   знаки 
выражений  

log ( )a f x b  и  ( 1) ( ) ba f x a   

совпадают для всех значений x  таких, 
что ( ) 0.f x   

Следствие 2. При 0a   и 1a   знаки 
выражений  

log ( )a f x  и ( 1)( ( ) 1)a f x   
совпадают для всех значений x  таких, 
что ( ) 0.f x   

Замечание. Для выражения 
log ( ) log ( )a af x g x  или  log ( ) ( )a f x g x  
рационализацией является выражение 

 ( 1) ( ) ( ) 1a f x g x   при условиях (*). 

Метод рационализации используют 
при решении неравенств вида ( ) 0F x  , 
где символ   означает один из знаков 
неравенств  ,,, , в которых выраже-
ние ( )F x  удается рационализировать, 
либо выражение 

1 2

1 2

...( )
...

k

l

f f fF x
g g g
  


  

, ,k l       (**) 

записано в виде произведения или част-
ного выражений, каждое из которых 
можно рационализировать.  

Например, при соответствующих ог-
раничениях на переменную х: 

 неравенство    log ( ) log ( ) 0a bf x g x   
равносильно неравенству  

   ( 1) ( ) 1 ( 1) ( ) 1 0a f x b g x     ; 

 неравенство 
log ( ) log ( ) 0

log ( )
a a

b

f x g x
h x


  

равносильно неравенству 
 
 

( 1) ( ) ( )
0

( 1) ( ) 1
a f x g x

b h x
 


 

. 

Комментарий. Стандартные ошибки, 
которые допускают учащиеся при ис-
пользовании метода рационализации, за-
ключаются в следующем:  

а) проводят рационализацию без учета 
области определения данного неравенства; 

б) применяют метод рационализации к 
неравенствам, не приведенным к стан-
дартному виду ( ) 0F x  ; 

в) формально применяют метод ра-
ционализации к выражениям вида 
log ( ) log ( )a af x g x , заменяя на выраже-
ние ( ) ( )f x g x  (см. выше замечание); 

г) подменяют формулировку «о совпа-
дении знаков выражений для каждого 
допустимого значения х» на неверную 
формулировку «о совпадении значений 
выражений для каждого допустимого 
значения х». 

Теорема 1. При 0a   и 1a   знаки вы-
ражений 
log ( ) log ( )a af x g x  и  ( 1) ( ) ( )a f x g x   

совпадают для всех значений x  таких, 
что ( ) 0f x   и ( ) 0g x  . 
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Пример 104. (ЕГЭ 2011). Решить не-

равенство  
2

6
2

6

2log ( 5 ) 1
log

x x
x


 . 

Решение. Область определения нера-
венства задается системой 

2

2

2

5 0, ( 5) 0,
0, 0,

1.1

x x x x
x x

xx

    
    
    

 

Отсюда получаем, что данное неравенст-
во определено при всех значениях 

( ; 5) (0;1) (1; )x       и  

1
log

)5(log2
2

6

2
6 


x

xx
   

  0
log

log)5(log
2

6

2
6

22
6 


x

xxx
. 

Используем теорему 1 и ее следствие 2 
для последнего неравенства 

2 2 2

2

( 5 ) 0
1

x x x
x
 




2 ( 6)( 4) 0
( 1)( 1)

x x x
x x
 

 
 

. 

Находим решения последнего нера-
венства )1;1(]4;6[  . Учитывая ОДЗ 
переменной исходного неравенства, по-
лучаем окончательно )1;0()5;6[  . 

Ответ: )1;0()5;6[  . 
Пример 105. Решить неравенство  

    xx
x

xx

x

9,1
2

1,29,1
2

1,2 log)10(log9
)1(

log)10(log
9 )1(3log









. 

Решение. Область определения нера-
венства задается системой 






















1)10(
,10

,1
,0

,01

2x
x
x
x
x

 или 
















.9
,11
,10

,1

x
x
x
x

 

Учитывая, что при 1x  выражение 
x9,1log  положительно, преобразуем дан-

ное неравенство на его области опреде-
ления  

0
)10(log

)1(81
2

1,2

)1(log 3




 

x
x x

. 

Далее используем метод рационализации 

  0
1)10()11,2(

)1(log81log
2

)1(log
33

3




 

x
x x

; 

0
)11)(9(
)1(log4 2

3 



xx
x

; 

  
0

)11)(9(
)1(log9log)1(log9log 1

3333 


 

xx
xx

; 

0
)11)(9(

1
19)19(















xx
x

x
; 

  0
)1)(11)(9(

109)10(





xxx
xx . 

Ответ: )11;10(9;
9

10





 . 

Рассмотрим следующее неравенство. 
Пример 106. Решить неравенство 

2
9

log 3 log 3xx
 . 

Решение. Проводя равносильные пре-
образования, получаем:  

2
9

log 3 log 3xx
 

3
3

1 1
2 loglog
9

xx
  

  
 

 

3 3

3 3

2log log
9 0

2log log
9

x x

x x

   
   

   
 

 

 2 2 1) 1 0
9 9

2 0,
9
2 1,
9

0,

1

x x x x

x

x

x

x

                     


 
 
  

 
 

 

 
Рис. 22 

9 x1 10

 



11


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 2 7 1 0,
9 9

7 ,
9
0,
1

x x x x

x

x
x

           


  



 

 

 1 2 7 1 0,
3 3 9

7 ,
9
0,
1

x x x x

x

x
x

             


  



 

 

1 4 70; ; (1; )
9 9 9

x             
. 

Ответ: 1 4 70; ; (1; )
9 9 9

          
. 

Рассмотрим теперь неравенства, содер-
жащие логарифмы с переменным основа-
нием и выражения под знаком логарифма, 
содержащие функции, зависящие от x . 

Доказательство. Перейдем к лога-
рифмам с некоторым постоянным осно-
ванием 0a  и 1a  : 


h
g

h
fgf

a

a

a

a
hh log

log
log
logloglog

h
gf

a

aa

log
loglog 

 . 

По теореме 1 знак последнего выраже-
ния при соответствующих ограничениях 
на переменную совпадает со знаком вы-

ражения 
)1)(1(
))(1(




ha
gfa  или ).)(1( gfh   

Следствие 1. Знаки выражений 
( )log ( )h x f x b  и  ( ( ) 1) ( ) ( ( ))bh x f x h x   

совпадают для всех значений x  таких, 
что ,0)( xh  1)( xh , ( ) 0f x  . 

Следствие 2. Знаки выражений  
)(log )( xfxh  и )1)()(1)((  xfxh  

совпадают для всех значений x  таких, 
что ,0)( xh  1)( xh , ( ) 0f x  . 

Пример 107. Решить неравенство  
1log 2

32  xx . 

Решение. Запишем неравенство в виде 
01log 2

32  xx  и заменим его равно-
сильной системой, используя метод ра-
ционализации  



















0
132

,032
,0)32)(132( 2

x
x
x

xxx
















0
,032

,0)32)(22( 2

x
x

xxx

( 1)( 1)( 3) 0,
1,5,

0.

x x x
x
x

   
   
 
( 1,5; 1) ( 1;0) (0;3).x        

Ответ: ( 1,5; 1) ( 1;0) (0;3).      

Пример 108. Решить неравенство 

2
2

(3,5 )
3log ( 14 45)

x
x x


    

2
3,54log ( 14 45)x x x    . 

Решение. Учитывая, что 05,3  x , 
получаем  

2
3,5

3 log ( 14 45)
2 x x x      

2
3,54log ( 14 45)x x x      

2
3,55log ( 14 45) 0x x x     . 

Далее имеем 
2

2

( 3,5 1)( 14 45 1) 0,
14 45 0,

3,5 0,
3,5 1

x x x
x x

x
x

       


   
  
  

 

Теорема 2. Знаки выражений 

( ) ( )log ( ) log ( )h x h xf x g x  и 
( ( ) 1)( ( ) ( ))h x f x g x   

совпадают для всех значений x  таких, что 
( ) 0,h x   ( ) 1h x  , ( ) 0,f x   ( ) 0g x  . 
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  



















.5,4
,5,3

,0)5)(9(
,0)57()57()5,4(

x
x

xx
xxx

 

Для выяснения взаимного расположе-
ния точек на числовой прямой, сравним 
числа: 957  , 557   и 

5,457  . 
Получаем ,957   так как 

,52   54   (верно); 
,557   так как 25   (верно) 

,5,457   так как ,5,25   
25,65   (верно). 

На рис. 23 на числовой оси показано 
решение первого неравенства системы. 

На рис. 24 на числовой оси показано 
решение всей системы. 

Ответ: )5,4;57[]57;(  . 

Доказательство. Так как 
1 1log log

log logf g
h h

h h
f g

     

log log
log log

h h

h h

g f
f g


 


 

log log (log log ),h h h hf g g f     

то, используя теорему 2 и следствие 2 из 
нее, получаем, что знак последнего вы-
ражения при соответствующих ограниче-
ниях на переменную совпадает со знаком 
выражения 

( 1)( 1)( 1)( )h g f g f    . 

Пример 109. Решить неравенство 
)1(log)1(log 1   xx xx . 

Решение. Данное неравенство приве-
дем к следующему виду 

0)1(log)1(log 1   xx xx . 

Последнее неравенство, а значит и ис-
ходное неравенство, равносильно систе-
ме неравенств  

( 1)( 1 1)
( 1 )( 1 1) 0,

0, 1,
1 0,
1 0, 1 1.

x x
x x x

x x
x
x x

   
         
  

   

 

( 1)( 2) 0,
1

x x x
x

  
  

1 2x  . 

Ответ: )2;1( . 
Пример 110. Решить неравенство  

)3(log)3(log
352354112 22 xx

xxxx



. 

Решение. Запишем неравенство в виде  

0)3(log)3(log
352354112 22 


xx

xxxx
 

и заменим его равносильной системой, 
используя метод рационализации 

2 2

2

2

2

2

2

(12 41 34)(2 5 2)(2 )
( 10 36 32) 0,

12 41 35 0,
2 5 3 0,
12 41 34 0,
2 5 2 0,
3 0

x x x x x
x x

x x
x x
x x

x x
x

      


    
       
   
   

 

 

 
Рис. 23 

 x   

 

 
Рис. 24 

 x      

Теорема 3. Знаки выражений 

( ) ( )log ( ) log ( )f x g xh x h x   
и 
    ( ) 1 ( ) 1 ( ) ( ) ( ) 1f x g x g x f x h x     
совпадают для всех значений x  таких, 
что ,0)( xf  1)( xf , ,0)( xg  

,1)( xg 0)( xh . 
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  

 

  

4 8 17 1( 2) 0,
5 12 2

5 7 0,
3 4

1 1,5 0,

17 2 0,
12
2 0,5 0,

3.

x x x x

x x

x x

x x

x x
x

               
      
  
    
      
   
 

 

Для решения первых трех неравенств 
системы используем метод интервалов. 

Самостоятельно рассмотрите рисунки 
и выберите общую часть для решения 
системы. 

Ответ: )3;2(2;
4
7

3
5;

5
81;

2
1




















 . 

Замечание. В данном неравенстве ло-
гарифмы можно привести к одному осно-
ванию 3 x , и затем после преобразова-
ний применить теорему 2 и ее следствие 
2 к неравенству 

  
2 2

3 3
2 2

3 3

log (2 5 3) log (12 41 35) 0
log (12 41 35) log (2 5 3)

x x

x x

x x x x
x x x x

 

 

    


   
. 

Перейдем к неравенствам, содержа-
щим показательные или показательно-
степенные выражения. Основания этих 
выражений считаем положительными.  

Доказательство. По теореме 1 для 
возрастающей функции ( ) lgp t t  на 
множестве (0; )  получаем, что знак 
выражения ( ) ( )( ) ( )f x g xh x h x  совпадает со 
знаком выражения ( ) ( )lg ( ) lg ( )f x g xh x h x  
или выражения  ( ) ( ) lg ( )f x g x h x .  

Далее, по следствию 2 теоремы 1 знак 
выражения  ( ) ( ) lg ( )f x g x h x  совпадает 
со знаком выражения  

   ( ) ( ) (10 1) ( ) 1f x g x h x    
или  

   ( ) 1 ( ) ( )h x f x g x   
для всех значений x  таких, что ( ) 0h x  . 

Следствие 1. Знаки выражений 
( )( ) 1f xh x   и  ( ) 1 ( )h x f x  

совпадают для всех значений x  таких, 
что ( ) 0h x  . 

Следствие 2. Для числа 0a   знаки 
выражений  

( ) ( )f x g xa a  и  ( 1) ( ) ( )a f x g x   

совпадают для всех допустимых значе-
ний x . 

Пример 111. Решить неравенство  

.0
15

)5,0(4 12223 22




 

x

xxxx

 

Решение. Перепишем данное неравен-
ство в следующем виде  

2 22 6 4 (2 2 1)

0
2 2 0.

5 5

x x x x

x

    



 

Используя теорему 4, получаем равно-
сильное неравенство  

2 2(2 1)(2 6 4 2 2 1) 0
(5 1)( 0)

x x x x
x

     
 

 
 

24 8 5 0.x x
x
 

   

Решая последнее неравенство методом 
интервалов, находим решение. 

Ответ: ]5,0;0(]5,2;(  . 

Пример 112. Решить неравенство  
2 2 2 5 3( 1) ( 1)x xx x    . 

Решение. Перепишем данное неравен-
ство в следующем виде  

2 2 2 5 3( 1) ( 1) 0x xx x     , 
и используем метод рационализации 

2

2

( 1 1)(2 5 3) 0,

1 0.

x x x

x

       
 

   2 2 (5 4 ) 0,

( 1)( 1) 0.

x x x

x x

     
  

2,

1,25 2.

x

x

  
 

 
 

Ответ:    ; 2 1, 25; 2   . 

Теорема 4. Знаки выражений  
( ) ( )( ) ( )f x g xh x h x  и    ( ) 1 ( ) ( )h x f x g x   

совпадают для всех значений x  таких, 
что ( ) 0h x  . 
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Указание. См. доказательство теоремы 4. 

Следствие 1. Знаки выражений  
2 1 2 1( ) ( )n nf x g x   и ( ) ( )f x g x  

совпадают для всех допустимых значе-
ний x , где n . 

Следствие 2. Знаки выражений 
2 2( ) ( )n nf x g x  и ( ) ( )f x g x  

совпадают для всех значений x  таких, 
что ( ) 0f x  , ( ) 0g x  , n . 

Пример 113. Решить неравенство  

  03loglog
3

 xxx . 

Решение. Заменим данное неравенство 
равносильной системой, используя метод 
рационализации 

 1 log 3 1 0,
3

log 3 0,
3 0,

0,
3,
1

x

x

x x

x
x

x
x
x

      
  
   
 


 

 

 
( 3)( 1)( 3 ) 0,

( 1) 3 1 0,

3,
0,
1

x x x x

x x

x
x
x

     

    
  



 

 

























1
,0
,3

,0)13)(1(
,0)3)(1( 2

x
x
x

xx
xxx

 

13 1 13 1 0,
2 2

1 2

x x

x

   
         

  

2
2

113



 x . 

Замечание. При использовании метода 
рационализации учтено, что согласно 
теореме 5 знак множителя 3 x x   сов-
падает со знаком выражения 2(3 )x x  , а 
знак множителя 3 1x   совпадает со 
знаком выражения (3 ) 1x   при имею-
щихся ограничениях на переменную х. 

При решении неравенства 
0)2)(1(  xx  системы учтены условия 
1,0,3  xxx . Условие 21  x  по-

зволяет исключить множитель 01x  в 
первом неравенстве системы. 

Ответ: 






  2;
2

113 . 

Пример 114. Решить неравенство  
2 22 5 6 5 6( 1) ( 2)x x x xx x x       . 

Решение. Перепишем данное неравен-
ство в следующем виде  

2 22 5 6 5 6( 1) ( 2) 0x x x xx x x         
и используем метод рационализации 

2 2

2

( 1 2)( 5 6) 0,

1 0,
2 0.

x x x x x

x x
x

       
    
  

 

( 1)( 1)( 2)( 3) 0,
2

x x x x
x
    

   
 

2 1,
1 2,

3.

x
x

x

   
  
 

 

Ответ: ( 2; 1) (1;2) (3; )     . 

Замечание. Так же, как и при доказа-
тельстве теоремы 5, можно показать, что 
знак выражения ( ) ( )( ) ( )h x p xf x g x  совпа-
дает со знаком выражения 

 ( ) ( )( 1) log ( ) log ( )h x p x
a aa f x g x  , где 

( ) 0f x  , ( ) 0g x  , 0a  , 1a  . 

Теорема 5. Знаки выражений 
( ) ( )( ) ( )h x h xf x g x  и  ( ) ( ) ( )f x g x h x  

совпадают для всех значений x  таких, 
что ( ) 0f x  , ( ) 0g x  . 
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Отдельно рассмотрим рационализа-
цию для выражения | ( ) | | ( ) |f x g x .  

Указание. Для доказательства рас-
смотреть выражения | ( ) | | ( ) |f x g x  и 

2 2( ) ( )f x g x  и воспользоваться свойст-
вом возрастающей функции 2( )p t t  на 
множестве [0; )  . 

Пример 115. Решить неравенство  
  2274log 2

2  xxx . 

Решение. Запишем неравенство в виде  
  0)2(log274log 2

2
2

2   xxx xx  

и заменим его равносильной системой, 
используя метод рационализации 


















.1|2|
,02

,0274
,0))2(274)(1|2(|

2

22

x
x

xx
xxxx

 

Знак множителя )1|2(| x  совпадает 
со знаком )1)2(( 2 x  по теореме 6. 

Получим равносильную систему нера-
венств 















1,2,3
,0)4)(5,0(

,0)33)(1)2(( 22

xxx
xx

xxx















.1,2,3
,0)4)(5,0(

,0)1)(3)(1(

xxx
xx

xxxx
 

Окончательно получаем (см. рис. 25), 
что решением являются все значения x  
такие, что 05,0  x , 41  x . 

Ответ:    4;10;5,0  . 

Выпишем основные выражения F и 
соответствующие им рационализирую-
щие выражения G (см. табл. 2) при соот-
ветствующих ограничениях на перемен-
ную х. 

Табл. 2 
№ Выражение F Выражение G 

1 
1а 
1б 

gf aa loglog   
1log fa  

falog  

))(1( gfa   
))(1( afa   
)1)(1(  fa  

2 
2а 
2б 

gf hh loglog   
1log fh  

fhlog  

))(1( gfh   
))(1( hfh   
)1)(1(  fh  

3 hh gf loglog   
 )1)(1( gf

))(1( fgh   

4 
4а 
4б 

gf hh   
1fh  

f ga a  

))(1( gfh   
fh )1(   

( 1)( )a f g   

5 

5а 

hh gf   
n nf g  

hgf )(   

f g  

6 gf   ))(( gfgf   

 

Теорема 6. Знаки выражений 
| ( ) | | ( ) |f x g x  и 

  ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x   
совпадают для всех допустимых зна-
чений x . 

 
Рис. 25 

1 x403 10,52
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4.5. Графический метод 
Графическое представление нера-

венств обладает несколькими несомнен-
ными преимуществами: 

а) построив графики функций, входя-
щих в неравенство, можно определить, 
как влияет на решение взаимное распо-
ложение графиков; 

б) график подчас позволяет аналити-
чески сформулировать необходимые и 
достаточные условия для решения по-
ставленной задачи, т.е. графические 
приемы эффективно применяются для 
изображения результатов исследования 
там, где чисто аналитическая запись гро-
моздка. 

в) ряд утверждений позволяет на осно-
вании графической информации делать 
вполне строгие и обоснованные заключе-
ния о решениях неравенства. 

Пример 116. На рис. 26 изображены 
графики функций )(xfy   и )(xgy  , 
заданных на промежутке  6;3 . Решите 
неравенство )()( xgxf  . 

Решение. Графики данных функций 
пересекаются в двух точках с абсциссами 

2  и 4 соответственно. График функции 
)(xfy   расположен выше графика 

функции )(xgy   при всех значениях 
)4;2(x . 

Ответ: )4;2( . 

Пример 117. (МФТИ, 2009). Решите 
неравенство 

)82(log2)45(log 2||  xx
xx . 

Решение. Область определения данно-
го неравенства определяется условиями 

0x , 1|| x , 5x , 4x , 

и представляет собой промежуток 
);4(   с выброшенными из него точ-

ками 1,0,1 . 
Рассмотрим два случая.  
1. Пусть 1|| x . В этом случае исход-

ное неравенство равносильно неравенст-
ву 

)82(log)45(log ||||  xx xx , 

которое равносильно неравенству 

425  xx . (*) 
Построим графики функций 

5 xy  и 42  xy  (см. рис. 27). 

Из рис. 27 видно, что последнему не-
равенству удовлетворяют все значения 

];5[ 0xx  , где 0x  – корень уравнения 
2)42(5  xx  такой, что 0 2x   . 

Уравнение 011154 2  xx  имеет корни 

1  и 
4

11
 , поэтому 10 x . Отсюда с 

учетом области определения неравенства 
при условии 1|| x  находим множество 
решений неравенства (*): 

14  x . 

2. Пусть 1||0  x . Тогда исходное 
неравенство равносильно неравенству 

425  xx . 

Откуда (см. рис. 27) следует 1x . С 
учетом области определения неравенст-
ва при условии 1||0  x  находим мно-
жество решений неравенства, которое 
является объединением интервалов 

)0;1(  и )1;0( . 
Ответ: 14  x , 01  x , 10  x . 

 

0 1 x

y 
y = f (x) 

y = g (x) 

1 

 
Рис. 26 

 
Рис. 27 

1

y=
2x

+4

y

x1O
2

y= x+5

x0
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Пример 118. При каких значениях а 
неравенство xax  21  имеет реше-
ние? 

Решение. График функции 
21 xy   или  0122  yyx  есть 

полуокружность (см. рис. 28).  

Функция xay   задает семейство 
прямых с угловым коэффициентом 

1k . С увеличением а прямая xay   
перемещается вправо. 

Исходное неравенство будет выпол-
няться до тех пор, пока точки окружно-
сти будут лежать выше точек прямой, т.е. 
пока прямая не станет касательной к ок-
ружности. В этом случае значение 

211 22  OBa  находим из пря-
моугольного треугольника ОАВ. Значе-
ние 2a  можно найти и аналитически, 
если решить уравнение ,1 2 xax   и 
после возведения в квадрат потребовать, 
чтобы дискриминант полученного квад-
ратного уравнения был равен нулю. 

Ответ: 2a . 
 

5. Геометрические методы  
решения 

Геометрическая интерпретация нера-
венств позволяет легко и красиво решать 
как простые, так и сложные задачи. Наи-
более распространенная интерпретация 
неравенств связана с модулем или рас-
стоянием между точками на координат-
ной прямой. Обобщением этой интерпре-
тации является расстояние между точка-
ми на плоскости. 

5.1. Расстояние между точками на  
координатной прямой 

Геометрический смысл модуля: модуль 
разности двух чисел равен расстоянию ме-
жду точками координатной прямой, коор-
динаты которых соответствуют этим чис-
лам. Например, запись || ba   означает 
расстояние между точками а  и b; || ba   – 
расстояние между точками а и –b; 

|0|||  aa  – расстояние между точками 
а и 0. 

Пример 119. Решить неравенство 

5|2| x . 

Решение. Запись |2| x  есть расстоя-
ние от точки x  до точки 2. Для решения 
данного неравенства необходимо на ко-
ординатной оси найти такие точки, рас-
стояние от которых до точки 2 больше 5. 
Справа от точки 2 расположена точка 7 
на расстоянии 5 единиц, а слева – точка 
(–3). Поэтому данному неравенству удов-
летворяют все значения  

);7()3;( x . 
Ответ: );7()3;(  . 

Пример 120. Решить неравенство 

|2||5|  xx . 

Решение. Рассмотрим уравнение  

|2||5|  xx . 

Так как |5| x  и |)2(||2|  xx  – 
это расстояния от точки x  до точек 5 и –
2 соответственно, то из данного равенст-
ва следует, что точка x  – середина отрез-

ка ]5;2[ , и поэтому 5,1
2

52



x . 

 
Рис. 28 

1

y=a x

y

x1O
B

A
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Значит, решениями данного неравенства 
являются все числа )5,1;(x , т.е. все 
точки, расстояния от каждой из которых до 
точки 5 больше расстояния до точки (–2). 

Ответ: )5,1;( . 

Пример 121. Решить неравенство 

8|3||5|  xx . 

Решение. Так как расстояние между 
точками –5 и 3 равно 8, то решениями 
уравнения  

8|3||5|  xx  
являются все числа из отрезка ]3;5[ . 
Для любой точки, расположенной вне от-
резка ]3;5[  (справа или слева), сумма 
расстояний от точек –5 и 3 больше 8. 

Ответ: );3()5;(  . 

5.2. Расстояние между точками на  
координатной плоскости 

Расстояние между двумя точками 
 111 ; yxM  и  222 ; yxM  на координатной 

плоскости вычисляется по формуле  
2

21
2

2121 )()( yyxxMM  . 

Для любых n точек nMMM ,...,, 21  при 
3n  справедливо неравенство  

1 2 2 3 1 1... n n nM M M M M M M M    ,   (1) 

причем знак равенства достигается толь-
ко, когда точки 1 2, , ... , nM M M  лежат на 
отрезке 1 nM M  и следуют друг за другом 
в указанном порядке. В частности, если 
даны три точки 1 2 3, ,M M M , то неравен-
ство (1) имеет вид  

1 2 2 3 1 3M M M M M M   

и называется неравенством треугольника.  
Если на плоскости введена декартова 

система координат, то через координаты 
точек 1 1 1 2 2 2( ; ), ( ; ),M x y M x y 3 3 3( ; )M x y  
оно записывается следующим образом 

 2
32

2
32

2
21

2
21 )()()()( yyxxyyxx

.)()( 2
31

2
31 yyxx   (2) 

Пример 122. Решить неравенство 

.10)73()22(

)13()42(
22

22





xx

xx
. 

Решение. Заметим, что число 
22 )13()42(  xxu  можно 

рассматривать как расстояние между 
точками на координатной плоскости 

)13;42( A  и );( xxB . Точно также 

число 22 )73()22(  xxv  
можно рассматривать как расстояние ме-
жду точками на координатной плоскости 

)73;22( C  и );( xxB  (или 
)22;73(1 C  и );( xxB , где точка 1C  

симметрична точке C  относительно пря-
мой xy  ).  

Поэтому левую часть исходного нера-
венства можно рассматривать как длину 
ломаной ABC  (или 1ABC ), причем точка 
B  лежит на прямой xy  . Из положения 
точки B  (см. рис. 29) и равенства BC  и 

1BC  следует, что для решения достаточно 
рассмотреть только случай с точками 

CBA ,, . 
Заметим, что ACBCAB  , но AC  

    
22

)73()13()22()42(

1086 22  . 

Следовательно, исходное неравенство 
будет выполняться только в случае, если 
точка B  лежит на отрезке AC . Это воз-
можно только в случае, когда B  есть 
точка пересечения 0B  прямых AC  и 

xy  . 

 
Рис. 29 

A

C
B

x

y
x

1
O

3

2

4

2
1

C1

y
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7
6
5
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Уравнение прямой AC  в виде 
bkxy   находим из системы уравне-

ний (подставляя в это уравнение коорди-
наты точек A  и C ): 











.)22(73

,)42(13

bk

bk
 

Отсюда 
3
4

k  и 
3

13
3

243 b . 

Тогда координаты точки 0B  найдем, под-
ставив xy   в уравнение прямой AC . 
Получим 

3
13

3
243

3
4

 xx . 

Отсюда 
7

132433 
x . 

Ответ: 
7

132433  . 

Замечание. Рассмотрение точки, сим-
метричной точке А относительно прямой 

xy   приводит к тому же ответу. 

5.3. Векторная интерпретация 
неравенства 

Векторы успешно могут быть приме-
нены не только в геометрии, но и при 
решении неравенств.  

Пусть даны два вектора a


 и b


. Для 
скалярного произведения этих векторов 

| | | | cosa b a b    
   

, где   – угол между 
векторами, справедливы следующие 
оценки 

| | | | | | | |a b a b a b     
     

, (3) 

причем экстремальные значения скаляр-
ного произведения достигаются в случаях 
коллинеарности векторов. Запишем нера-
венства (3) в координатной форме: 

для векторов на плоскости 

 2121
2
2

2
2

2
1

2
1 bbaababa  

2
2

2
2

2
1

2
1 baba  ; 

для векторов в пространстве 

 2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1 cbacba   

.2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1212121 cbacbaccbbaa   

Пример 123. Решить неравенство 

)24)(4(512 2  xxxx . 

Решение. Рассмотрим два вектора 
};2{},{ 21 xaaa   и  },{ 21 bbb  

}5;1{  x , заданные в декартовой сис-
теме координат. Тогда неравенство мож-
но записать в виде 

2
2

2
1

2
2

2
12211 bbaababa  , т.е. 

|||| baba  . 

В силу неравенства (3) получаем 
|||| baba  . Поскольку рассматривае-

мые векторы – ненулевые, то из получен-
ного равенства следует, что векторы a  и 
b  коллинеарны. Следовательно, сущест-
вует такая константа k , что akb  , а это 
означает, что  








.5
,21

kx
kx  

Из второго уравнения этой системы 
получаем, что 0k , тогда из первого 
следует 0k  (соответственно 0x ). 
Исключая из второго уравнения 0k , 
получим  























0

,1001

0

,101 2

x
x

x

x
x

x
 









.0

,010023

x
xx

 

Перебирая целые делители числа 100, 
заметим, что уравнение 010023  xx  
имеет целый корень 5x . Тогда, раскла-
дывая левую часть этого уравнения на 
множители, получим: 

)204)(5(100 223  xxxxx . 

Квадратное уравнение 02042  xx  
не имеет действительных корней, так как 
его дискриминант отрицателен. 

Следовательно,  5x  единственный 
корень кубического уравнения, а так как 
условие 0x  выполнено, то число 5x  
будет и решением исходного неравенства. 

Ответ. 5. 
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6. Решение неравенств разными 
способами 

Рассмотрим на одном примере разные 
способы решения неравенства. 

Пример 124. Решить неравенство: 

6log 2 log 2x x . 

1-й способ (обобщенный метод интер-
валов). 

6
2 2

1 1log 2 log 2
log log (6 )x x x x   


 

2 2

1 1 0
log log (6 )x x

   


 

2 2

2 2

log (6 ) log 0
log log (6 )

x x
x x
 

 
 

. 

Рассмотрим функцию 
2 2

2 2

log (6 ) log( )
log log (6 )

x xf x
x x
 


 

. Ее область оп-

ределения задается условиями 
6 0,

0,
6 1,

1.

x
x

x
x

 
 
  
 

 

Отсюда ( ) (0;1) (1; 5) (5; 6)D f    .  
Функция ( )f x  непрерывна на своей 

области определения и обращается в нуль 
при 3x  . Используя «метод пробной 
точки», определим знак ( )f x  на проме-
жутках (0;1), (1; 3), (3; 5), (5; 6) . 

2

2 2

log 11(0,5) 0
log 0,5 log 5,5

f  


; 

2

2 2

log 2(2) 0
log 2 log 4

f  


; 

2

2 2

log 0,5(4) 0
log 4 log 2

f  


; 

2

2 2

log 11(5,5) 0
log 5,5 log 0,5

f 
 


. 

Следовательно, решениями неравенст-
ва являются все значения (0;1) (3; 5)x  . 

2-й способ. Решим неравенство «мето-
дом рационализации». 

6log 2 log 2x x   

   (6 ) ( 1) (6 ) 1 0
6 0,
6 1,

0,
1

x x x x
x
x

x
x

     


    
 



 

(3 )( 1)(5 ) 0
6,

0 1,
5,

3 5.
0,
1

x x x
x

x
x

x
x
x

   
         



 

3-й способ (метод расщепления). 
2 2

2 2

log (6 ) log 0
log log (6 )

x x
x x
 

 
 

 

2 2

2 2

2 2

2 2

log (6 ) log 0,
(1)

log log (6 ) 0

log (6 ) log 0
(2)

log log (6 ) 0

x x
x x

x x
x x

   
          

 

Решим систему (1): 
2 2

2 2

log (6 ) log 0,
log log (6 ) 0

x x
x x
  

   

2 2

2

2

2

2

log (6 ) log ,

log 0,
log (6 ) 0

log 0
log (6 ) 0

x x

x
x

x
x

 

 
    

   

 

0 3,

1, 0 3,
5 6 0 15 6

0 10 1
5

x
x x

x xx
xx

x

 
              

      

. 

Решим систему (2): 
2 2

2 2

log (6 ) log 0
log log (6 ) 0

x x
x x
  

   
 

2 2

2

2

2

2

log (6 ) log

log 0,
log (6 ) 0

log 0
log (6 ) 0

x x

x
x

x
x

 

 
    

   
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0 6

1,
6 1

0 1
0 6 1

x x

x
x
x

x

  

      
     

 

3 6

1,
3 6

5 3 5
1 5

0 1
5 6

x
x

x
x x

x
x
x

 
                 

. 

Объединяя решения систем (1) и (2), 
получаем (0;1) (3; 5) . 

4-й способ (решение неравенства на 
промежутках). 

Неравенство имеет смысл при значе-
ниях x  таких, что  

6 0, 6,
6 1, 5,

0, 0,
1 1

x x
x x

x x
x x

   
        
   

 

(0;1) (1; 5) (5; 6)x    . 

Равенство 6log 2 log 2x x  выполняет-
ся на множестве (0;1) (1; 5) (5; 6)  , если 

6x x  , то есть при 3x  . 
Получаем четыре промежутка 

(0;1), (1; 3), (3; 5), (5; 6) . 
Рассматривая неравенство на каждом 

из промежутков, получаем: 
если (0;1)x , то 6 5x   и верны не-

равенства log 2 0x  , 6log 2 0x   и 

6log 2 log 2x x ; 
если значения (1; 3)x , то 6 1x x    

и верно неравенство 6log 2 log 2x x , т.е. 
исходное неравенство не выполняется; 

если значения (3; 5)x , то 1 6 x x    
и верно неравенство 6log 2 log 2x x ; 

если значения (5; 6)x , то 0 6 1x    
и верны неравенства log 2 0x  , 

6log 2 0x   и 6log 2 log 2x x , т.е. исход-
ное неравенство не выполняется. 

В итоге получаем множество решений 
исходного неравенства (0;1) (3; 5) . 

5-й способ (графический). 
Рассмотрим функции ( ) log 2xf x  , 
( ) (0;1) (1; )D f    , и 6( ) log 2xg x  , 
( ) ( ; 5) (5; 6)D g    . Отсюда  

( ) ( ) (0;1) (1; 5) (5; 6)D f D g    . 

Так как 
2

1( )
log

f x
x

  и ( )f x 

2
2 2

1 1 1
log log ln 2x x x

 
    
 

, то замечаем, 

что ( ) 0f x   при всех значениях 
( )x D f , т.е. функция ( )f x  убывает на 

промежутках (0;1)  и (1; ) . 

Соответственно 
2

1( )
log (6 )

g x
x




 и  

2
2 2

1 1 1( ) ,
log (6 ) log (6 ) (6 ) ln 2

g x
x x x

 
       

 

то замечаем, что ( ) 0g x   при всех зна-
чениях ( )x D g , т.е. функция ( )g x  воз-
растает на промежутках ( ; 5)  и (5; 6) . 

На рис. 30 изображены эскизы графи-
ков функций ( )f x  и ( )g x . Из уравнения 

( ) ( )f x g x  или 6log 2 log 2x x  получа-
ем 3x  . Учитывая характер монотонно-
сти функций ( )f x  и ( )g x , и то, что при 

(0;1)x  ( ) 0f x  , а ( ) 0g x  , а при 
(5; 6)x  ( ) 0f x  , а ( ) 0g x  , получаем 

множество решений данного неравенства 
(0;1) (3; 5) . 

Ответ: (0;1) (3; 5) . 

 
Рис. 30 

x

y

y=logx2
y=log6–x2

310 5 6
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Пример 125. Решить неравенство: 

3 3(log 1)(log 2) 4x x    

Решение. 1-й способ (метод замены). 
Пусть 3log x a , тогда имеем неравен-

ство ( 1)( 2) 4a a    или 2 6 0a a   . 
Отсюда 2 3a   . Возвращаемся к пер-
воначальной переменной 32 log 3x   ; 

3 3 3
1log log log 27
9

x  . По свойству воз-

растающей функции 3logy t  на множе-

стве (0; )  получаем 1 27
9

x  . 

2-й способ (метод рационализации). 
Данное неравенство приведем к виду 

2
3 3log log 6 0x x   

3 3(log 2)(log 3) 0x x      

3 3 3 3(log log 9)(log log 27) 0x x      

3 3 3log (9 ) (log log 27) 0x x      

(3 1)(9 1)(3 1)( 27) 0,
0.

x x
x
    

  
 

1 27.
9

x    

3-й способ (обобщенный метод интер-
валов). Приведем исходное неравенство к 
виду 2

3 3log log 6 0x x    и рассмотрим 
функцию 

2
3 3( ) log log 6f x x x   , где 0x  . 

Решая уравнение 2
3 3log log 6 0x x   , 

находим нули функции ( )f x : 1
9

x   или 

27x  . На интервалах 10;
9

 
 
 

, 1 ;27
9

 
 
 

 и 

(27; )  функция ( )f x  сохраняет посто-
янный знак.  

Так как 1 0
27

f    
 

,  1 0f  , 

(81) 0,f   то ( ) 0f x   при всех значениях 
1 ; 27
9

x     
. 

4-й способ (метод расщепления). Пре-
образуем данное неравенство 

2
3 3log log 6 0x x   

3 3(log 2)(log 3) 0x x      

3

3

3

3

log 2 0,
log 3 0.

log 2 0,
log 3 0.

x
x

x
x

  
       

 

3 3

3 3

3 3

3 3

1log log ,
9

log log 27.

1log log ,
9

log log 27.

x

x

x

x

   
 

 

 

1 ,
9
27.

1 ,
9
27.

x

x

x

x

    

 

 1 27.
9

x   

Ответ: 1 27.
9

x   
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7. Системы неравенств 
Для решения системы неравенств с 

одной переменной к каждому неравенст-
ву применяют те же методы, которые бы-
ли рассмотрены выше. 

Системы рациональных неравенств 
Пример 126. (Диагностическая ра-

бота 24.01.13. ЕГЭ-2013). Решить сис-
тему неравенств:  

2

2 0,5 5 2 2, (1)
0,5 5 1 0,5 5 3

2 4 25 . (2)
4 2 4

x
x x

x
x

 
 

 


      

 

Решение. Решим первое неравенство  

2 0,5 5 2 2
0,5 5 1 0,5 5 3

x
x x


 

 
. 

Пусть 0,5 5 1x t  . Тогда неравенст-
во примет вид:  

2 1 2 12 2 0
2 2

t t
t t t t

 
      

 
2( 2) ( 1) 2 ( 2) 0

( 2)
t t t t t

t t
    

  


2 5 4 ( 4)( 1)0 0
( 2) ( 2)

t t t t
t t t t

    
    

 
0 1,
2 4.

t
t

 
   

 

Выполнив обратную замену, получим:  
2 4 ,

0 0,5 5 1 1, 5 5
62 0,5 5 1 4 2 5.
5

x
x

x x

     

    

 

Решим второе неравенство исходной 
системы. 

22 4 25
4 2 4

x
x

     
 

5 2 4 5
2 4 2 2

x
x


     


2 4 5 ,

4 2 2
2 4 5 .

4 2 2

x
x

x
x

        
 

 

Решим первое неравенство получен-
ной системы: 

2 4 5
4 2 2

x
x


   


2( 4) 5( 4) 4 0
2( 4)

x x
x

   
  


2 3 ( 3)0 0

2( 4) 2( 4)
x x x x

x x
 

    
 

 

0 3,
4.
x

x
 

  
 

Решим второе неравенство получен-
ной системы: 

2 4 5
4 2 2

x
x


  


2( 4) 5( 4) 4 0
2( 4)

x x
x

   
  


2 13 40 ( 5)( 8)0 0
2( 4) 2( 4)

x x x x
x x

   
    

 
 

4,
5 8.
x

x


   
 

Пересекая множества решений 
[0; 3] (4; )   и ( ; 4) [5; 8]  , получа-
ем множество решений второго неравен-
ства исходной системы [0; 3] [5; 8] . 

Так как 
2 4 6 360

55 5 5
    

45 3
5

  , а 4 2 5 20 25 5    , то 

пересекая множества решений 
2 4 6; ; 2 5
5 5 5

        
 системы (1) и 

[0; 3] [5; 8]  системы (2) с учетом вы-
полненных оценок, получим, что реше-
ниями данной в условии системы нера-
венств являются все значения 

2 4 6; ; 3
5 5 5

x          
.  

Ответ. 2 4 6; ; 3
5 5 5

        
. 
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Системы рациональных 
и показательных неравенств 

Пример 127. (Диагностическая ра-
бота 22.11.12. ЕГЭ 2013). Решить сис-
тему неравенств:  

2

3 10 3 11, (1)
2 5 . (2)

3

x x

x x x
x

   

 

 

 

Решение. Решим первое неравенство  
3 10 3 11x x   . 

Пусть 3x t , где 0t  . Тогда неравен-
ство примет вид  

210 11 1011 0 0t tt
t t

 
     

( 1)( 10) 0t t
t

 
  . 

С учетом условия 0t   получаем зна-
чения [1;10]t . 

Выполнив обратную замену, получим:  

3

3 1,
0 log 10.

3 10

x

x
x

 
  


 

Решим второе неравенство системы. 
2 22 5 2 5 0

3 3
x x x xx x
x x
 

    
 

 

2 2 ( 2)0 0
3 3

x x x x
x x
 

    
 

 

0,
2 3.
x

x


   
 

Заметим, что 3 32 log 9 log 10  

3log 27 3  . Пересекая множества реше-
ний 3[0; log 10]  системы (1) и 
( ; 0] [2; 3)   системы (2) с учетом вы-
полненных оценок, получим, что реше-
ниями данной в условии системы нера-
венств являются все значения 

3{0} [2; log 10]x  .  
Ответ. 3{0} [2; log 10] . 

Пример 128. (Диагностическая ра-
бота 18.12.12. ЕГЭ 2013). Решить сис-
тему неравенств:  

1

1 1

22

2

2 5 2 2, (1)
5 1 5 3

2 25 40 7 4 (2)
25 40 7 2

x

x x

x x
x x



 

 
   


        

 

Решение. Решим первое неравенство  
1

1 1

2 5 2 2
5 1 5 3

x

x x



 


 

 
. 

Пусть 15 1x t   . Тогда неравенство 
примет вид  

2 1 2 12 2 0
2 2

t t
t t t t

 
      

 
2( 2) ( 1) 2 ( 2) 0

( 2)
t t t t t

t t
    

  


2 5 4 ( 4)( 1)0 0
( 2) ( 2)

t t t t
t t t t

    
    

 
0 1,
2 4.

t
t

 
   

 

Выполнив обратную замену, получим:  

1

1

1 25 ,0 5 1 1, 5 5
32 5 1 4 5 1
5

x
x

x
x





     
 

     

5

5

21 log ,
5

3log 0.
5

x

x

  
 

  

 

Решим второе неравенство системы. 
22

2

2 25 40 7 4
25 40 7 2

x x
x x

  
     

 

22

2

2 25 40 7 0
25 40 7 2

x x
x x

  
     

.  

Замечаем, что полученное неравенство 
справедливо при всех значениях x  кроме 
тех, при которых 225 40 7 0x x   , т.е. 

7
5

x    и 
1
5

x   .  

Сравним числа 5
3log
5

 и 1
5

 . Имеем  
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5 5 5 5

3 1 3 1log log log
5 5 5 5
    

5 4
5

3 1 3 5 243 625.
5 5

       

Отсюда 5
3 1log
5 5
  . Заметим, что 

7 1
5

   . 

Пересекая множества решений 

5 5
2 31; log log ; 0
5 5

         
 системы (1) и 

7 7 1 1; ; ;
5 5 5 5

                 
     

 сис-

темы (2) с учетом выполненных оценок, 
получим, что решениями данной в усло-
вии системы неравенств являются все 
значения 

5 5
2 3 1 11; log log ; ; 0
5 5 5 5

x                    
.  

Ответ: 

5 5
2 3 1 11; log log ; ; 0
5 5 5 5

                  
. 

Системы показательных неравенств 
Некоторые показательные неравенства 

удается решить, используя свойства воз-
растания и убывания показательной 
функции. Иногда предлагают показа-
тельные неравенства, которые введением 
новой переменной удается свести к ал-
гебраическому неравенству. В большин-
стве случаев предложенные показатель-
ные неравенства определены при всех 
действительных значениях переменной. 

Пример 129. Решить систему нера-
венств  
























.0353129

,
2

32125,08

2222

42
43

xxxx

x
x

 

Решение. 1. Решим первое неравенст-
во системы: 












x
x

42
43

2
32125,08  















x
x

42

5,0

5
3433

2
22)2(

6 12 9 182 2x x     
16 12 9 18 .
2

x x x       

2. Решим второе неравенство системы. 
При делении обеих его частей на 032 x , 
получим 0453123 22422   xxxx  или 

2 12 45 0a a   , где 
2 23x xa  .  

Находим решения квадратного нера-
венства 315  a . Учитывая, что 0a , 
получаем 30  a .  

Теперь решаем двойное неравенство  
22 22 20 3 3 3 3 2 1x xx x x x        

.2121  x  

3. Теперь запишем решение системы, 

учитывая, что 21
2
121  :  

.
2
121

2121

,
2
1











x

x

x
 

Ответ: 
2
121  x . 

Системы рациональных 
и логарифмических  неравенств 

Пример 130. Решить систему нера-
венств 























.023

,1
2
1

42
log

2

2

4
12

xx

xx
x  

Решение. Рассмотрим первое неравен-
ство. Возможны два случая. 

1. Если 2 10 1
4

x   
2
3

2
3

 x , 

то в этом случае исходное неравенство 
равносильно системе неравенств:  
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























.012
,022

4
1

2
1

42

,0
2
1

42
2

2

2
2

2

xx
xx

xxx

xx

 

Решением этой системы неравенств явля-
ется множество );1[]5,0;(  . 

С учетом полученного ранее условия 

находим все значения 









2
1;

2
3x . 

2. Если 1
4
12 x , т.е. 

2
3|| x , то в 

этом случае исходное неравенство равно-
сильно неравенству:  

4
1

2
1

42
2

2

 xxx . 

Отсюда находим все значения 
]1;5,0[x . С учетом полученного ранее 

условия получаем значения 







 1;

2
3x . 

Объединим полученные решения:  


















 1;

2
3

2
1;

2
3 . 

Рассмотрим второе неравенство. Ре-
шением неравенства является множество: 




















 
 ;

2
173

2
173; . 

Чтобы найти решения исходной сис-
темы неравенств, заметим, что: 

1
2
7

2
163

2
173





 ; 

2
1

2
163

2
173





 . 

Сравним числа 
2
3

  и . 




 1733
2

173
2
3  

(прибавим к обеим числам 173  ) 

 3612173317  
365 . 

Так как 13  , то 536   и тогда 

2
173

2
3 
 . 

Следовательно, решением данной в 
условии системы является множество: 








 


2
173;

2
3 . 

Ответ: 






 


2
173;

2
3 . 

Пример 131. (ЕГЭ 2013). Решить 
систему неравенств: 

4 6

2
3 2

6log 6, (1)
( 4)

40 2 109 2. (2)
5

x
x
x

x xx x
x


   


     

 

Решение. Решим первое неравенство 
системы: 

4 6

6log 6
( 4)x

x
x


  


 

6
4 46

6log log (4 ) 0
( 4)x x

x x
x 


    


 

6

4 6

( 6)(4 )log 0
( 4)x

x x
x

 
  


 

4log ( 6) 0x x     
4 1 3

6 1 5

0 4 1 3 4
0 6 1 6 5

x x
x x

x x
x x

     
                          

 

5 3x    . 
Решим второе неравенство системы: 

2
3 2 40 2 109 2 0

5
x xx x

x
 

    


 

4 3 24 5 0
5

x x x
x

 
  



2 2( 4 5) 0
5

x x x
x
 

 


 

2 ( 5)( 1) 0
5

x x x
x
 

  


5,
0,

1 5.

x
x

x

 
 
  

. 

Пересекая множества решений [ 5; 3)  
системы (1) и ( ; 5] {0} [1; 5)     сис-
темы (2), получим, что решениями дан-
ной в условии системы неравенств явля-
ются все значения { 5} {0} [1; 3)x    . 

2
173
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Ответ. { 5} {0} [1; 3)   . 

Системы показательных 
и логарифмических  неравенств 

При решении систем показательных и 
логарифмических неравенств следует 
учитывать комментарии, которые были 
сделаны выше.  

Пример 132. (МИОО). Решить сис-

тему неравенств  











.27log
,2488

1

11

x

xxx

 

Решение. Решим первое неравенство 
системы 

  02848 11 xxx  
 0)42(2)42(4 xxx

 0)42)(24( xx

 0)22)(44( 25,0 xx









.2
5,0

0)2)(5,0(
x
x

xx  

Второе неравенство системы равносиль-
но совокупности двух систем неравенств. 





































































71

71

21

7171

2

7)1(
110

7)1(
11

2

2

x

x

x

x

x

x
x

x
x

712  x , 

так как 171   и 712   (докажите 
самостоятельно). 

Решением исходной системы является 
множество )71;2(  . 

Ответ: )71;2(  . 

Пример 133. Решить систему нера-
венств 

2
2 2

2 81 3 87 2, (1)
81 3

log ( 4) 4 log ( 4) 3 0. (2)

x x

x

x x

   



     

 

Решение. Рассмотрим первое неравен-
ство. Пусть tx 3 , где 0t . Тогда име-
ем 







 02

3
8722

3
872

4

4

4

4

t
tt

t
tt










 0
)3)(3(

810
3

81
224 tt

t
t
t














.81

,300
3

81 4

2 t
t

t
t  

Отсюда получаем 






















.4

,
4
1

813
;33 4

t

t
x

x

 

Рассмотрим второе неравенство. Пусть 
ax  )4(log 2 . Тогда имеем 

310342  aaa . 
Отсюда получаем 3)4(log1 2  x  

или 42842  xx . 
В итоге получаем, что решение исход-

ной системы есть множество: 

}4{
4
1;2 




 . 

Ответ: }4{
4
1;2 




 . 

Пример 134. Решить систему нера-

венств 2
2 2
3 3

25 2 5 3, (1)
log log 2. (2)

x x

x x

   
  


 

Решение. 1. Неравенство (1) данной 
системы запишем в виде  

0352)5( 2  xx . 

Пусть tx 5 , где 0t . Тогда нера-
венство примет вид: 0322  tt  или 

0)1)(3(  tt . Отсюда с учетом нера-
венства 0t  получаем 3t . 

Выполняя обратную замену, имеем  

3log5535 5
3log 5  xxx . 

2. Второе неравенство системы запи-
шем в виде 02loglog

3
2

2

3
2  xx . 

Пусть ax 
3
2log . Тогда неравенство 

примет вид: 022  aa  или 
0)2)(1(  aa . Отсюда получаем 

12  a . 
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Выполняя обратную замену, имеем 
1log2

3
2  x . Отсюда с учетом того, 

что основание логарифмической функции 

меньше 1, получаем 
4
9

3
2

 x . 

3. Так как 15log3log1log0 555  , 
то для получения ответа необходимо 

сравнить числа 3log5  и 
3
2 . 

Так как 3
5

3
2

5 25log5log
3
2

 , а 

3
55 27log3log  , то из неравенства 

33 2527   следует 3
5

3
5 25log27log   

и  3log
3
2

5 . 

Следовательно, решениями данной 
системы неравенств являются все значе-

ния 





4
9;3log5x .  

Ответ: 





4
9;3log5 . 

Пример 135. Решить систему нера-

венств 






 

.7360932

),3(log)2(log 77
xx

xx xx
 

Решение. 1. Для решения неравенства 
)3(log)2(log 77 xx xx    системы рас-

смотрим два случая. 
Пусть 17  x , т.е. 6x . Тогда рас-

сматриваемое неравенство будет равно-
сильно следующему двойному неравен-
ству xx  320 . Отсюда получаем 

2
12  x  с учетом 6x . 

Пусть 170  x , т.е. 76  x . То-
гда рассматриваемое неравенство будет 
равносильно следующему двойному не-
равенству 032  xx . Отсюда полу-

чаем 3
2
1

 x , что не удовлетворяет не-

равенству 76  x . Следовательно, в 
этом случае решений нет. 

Получили, что данное неравенство 

имеет решение 
2
12  x . 

2. Неравенство 7360932  xx  сис-
темы запишем в виде  

07360)3(32 2  xx . 

Пусть tx 3 , где 0t . Тогда нера-
венство примет вид: 232 60 7 0t t    

или 0
4
7

8
1







 





  tt . Отсюда с учетом 

неравенства 0t  получаем 
4
7

8
1

 t . 

Выполняя обратную замену, имеем 

4
73

8
1

 x  или 
4
7log

8
1log 33  x . 

  3. Сравним числа 3
1log
8

 и 
4
7log3  с чис-

лами ,2
2
1 . 

Имеем 2
9
1log

8
1log1log0 333  , а 

3 3 3
7 49 1log log log 3
4 16 2
   . Следова-

тельно, решение системы неравенств есть 

множество 





2
1;

8
1log 3 . 
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Ответ: 





2
1;

8
1log 3 . 

Пример 136. Решить систему нера-

венств 















.09412316

,1
12
2log

4

12

xxx

x x
x

 

Решение. 1. Для решения неравенства 

1
12
2log

4

12 



 x
x

x  системы рассмотрим два 

случая. 
Пусть 112 x , т.е. 1x . Тогда 

012 x  и  









 12
12
21

12
2log

44

12 x
x

x
x

x
x  

)12)(12(24  xxx . 

Из неравенства 034 24  xx , полу-

чаем 
2

2

1,

3.

x

x

 



. С учетом условия 1x  

имеем 3x . 
Пусть 1120  x , т.е. 15,0  x . 

Тогда 012 x  и  









 12
12
201

12
2log

44

12 x
x

x
x

x
x

31034 224  xxx . 
С учетом условия 15,0  x  получа-

ем, что во втором случае решений нет. 
Следовательно, решением первого не-

равенства данной в условии системы яв-
ляется множество );3[  . 

2. Неравенство 09412316  xxx  
системы запишем в виде  

04
3
43

3
404

9
123

9
16 2
















xx

x

x

x

x

. 

Пусть t
x









3
4 , где 0t . Тогда нера-

венство примет вид: 0432  tt  или 
0)1)(4(  tt . Отсюда с учетом нера-

венства 0t  получаем 40  t . 
Выполняя обратную замену, имеем 

4
3
40 







x

. Отсюда 4log
3
4x . 

3. Сравним числа 4log
3
4  и 3 . Так как 

2
9

16log4log
3
4

3
4  , то 34log

3
4  . 

Следовательно, решение системы нера-

венств есть множество 







4log;3

3
4 . 

Ответ: 







4log;3

3
4 . 

Пример 137. (ЕГЭ 2013). Решить 
систему неравенств: 

 2
1

2 4

log 12 36 0, (1)

4 35 2 6 0. (2)
x

x x

x x

 

   


   
 

Решение. Решим первое неравенство, 
используя метод рационализации:  

 2
1log 12 36 0x x x    

 2
1log 6 0x x   

  2( 1 1) 6 1 0,

1 0,
1 1,
6 0

x x

x
x
x

     

   
  
  

( 2)( 5)( 7) 0,
1 2,

1,
5 6,

2,
6 7.

6

x x x
x

x
x

x
x

x

   
           

 

Решим второе неравенство 
2 44 35 2 6 0x x     . Пусть 22x t  , где 
0t  . Тогда неравенство примет вид 

2 235 6 0 4 35 24 0
4

t t t t       . Решая 

уравнение 24 35 24 0t t   , находим 
2 235 16 24 841 29D      . Получаем 

корни уравнения 1, 2
35 29

8
t 

 . Отсюда, 

1 8t   и 2
3
4

t  . Значит, решением нера-

венства 24 35 24 0t t    являются все  

числа t  такие, что 
3 8
4

t  .  

Выполняя обратную замену, получаем  
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2
3log2 2 343 2 8 2 2 2

4
x x      

2
3log 2 3
4

x      

2 2
32 log 5 log 3 5
4

x x       . 

Оценим значения 2 21 log 2 log 3  

2log 4 2  . Пересекая множества реше-
ний (1; 2) [5; 6) (6; 7]   системы (1) и 

2[log 3; 5]  системы (2) с учетом выпол-
ненных оценок, получим, что решениями 
данной в условии системы неравенств 
являются все значения 2[log 3; 2) {5}x  .  

Ответ: 2[log 3; 2) {5} . 

Системы логарифмических неравенств 
Некоторые логарифмические неравен-

ства удается решить непосредственно, 
используя свойства возрастания и убыва-
ния логарифмической функции. Иногда 
используют замену, с помощью которой 
удается свести данное неравенство к ал-
гебраическому неравенству. При реше-
нии логарифмического неравенства необ-
ходимо учитывать те значения перемен-
ной, при которых определены выраже-
ния, содержащие знак логарифма в ис-
ходном неравенстве. Кроме того, следует 
использовать те преобразования неравен-
ства, которые не нарушают равносильно-
сти неравенств. 

Пример 138. Решить систему нера-
венств 

2
2

11
2

9 9

log 5 2log ,
1 2log 2

( 9)11log ( 12 27) 12 log .
3

x

x x

xx x
x

  


     

 

Решение. 1. Первое неравенство сис-
темы определено при выполнении усло-
вий  

0, 0,
1, 1,

1 2 log 2 0 4.x

x x
x x

x

  
    
    

 

После замены 2log x a  первое нера-
венство данной системы приводится к 
виду 

5 221

a a

a





. 

Решим последнее неравенство  
( 5) ( 1)2 0, 0,

2 2
0 0

a a a aa
a a

a a

        
   

 

1,
0 2.
a

a
 

   
 

Отсюда с учетом области допустимых 
значений переменной первого неравенст-
ва системы  имеем 

2

2

log 1, 0 0,5,
0 log 2. 1 4.

x x
x x

    
    

 

2. Значения x , при которых определе-
ны обе части второго неравенства систе-
мы, задаются условиями 




























0
3
)9(

,0)9)(3(

0
3
)9(

,02712
1111

2

x
x

xx

x
x

xx









.9
,3

x
x

 

Область определения данного нера-
венства – есть множество 

);9()3;(  . Для значений x  из 
этого множества исходное неравенство 
приводится к виду: 

 |)9(|log|)3(|log 11
9

11
9 xx   

 |3|log|)9(|log12 9
11

9 xx  
 12|3|log|)3(|log 9

11
9 xx  

 12)3(log 12
9 x  

 1212 9)3(x  9|3| x
126  x . 

Учитывая, что значения  )3;(x  
);9(  , получим решения второго не-

равенства системы: ]12;9()3;6[  . 
3. Находим общую часть полученных 

решений: (0; 0,5] (1; 3) . 
Ответ: (0; 0,5] (1; 3) . 
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Пример 139. Решить систему нера-
венств 

















 .0)2210(log

,lglogloglg1
2

2
log

32
55

6

2

xx
xxxx

x
 

Решение. 1. Первое неравенство сис-
темы определено при 0x  . После пре-
образований и использования метода ра-
ционализации получим  

5 51 6 lg log 2log 3lg 0x x x x       

5(3lg 1)(2 log 1) 0x x      
3

5 5(lg lg 10)(log log 5) 0x x    
3( 10)( 5) 0,

0.
x x

x
    


30 10,

5.

x

x

  
 


 

В процессе решения квадратного не-
равенства методом интервалов проведено 
сравнение чисел  

6 62 3 3100 125 10 5 10 5.      

2. Для второго неравенства системы 
найдем область определения, заданную 
системой неравенств 

2

2

2

10 22 0,

log 0,
2

log 1,
2

0.
2

x x
x

x

x

   


           
 




  (5 3) (5 3) 0,

2,
4.

x x

x
x

     
  
 

2 5 3,

5 3.

x

x

   
 

 
 

Второе неравенство исходной системы 
заменим равносильной ему системой, ис-
пользуя метод рационализации 

 2
2log 1 10 22 1 0,

2

2 5 3,

5 3.

x x x

x

x

                  

2 ( 3)( 7) 0,
2

2 5 3,

5 3.

x x x

x

x

            
3 4,

7, 3 5 3,
2 5 3, 7.

5 3.

x
x x

x x

x

  
     

        

 

3. Так как 5 3 , то решением исход-
ной системы неравенств является объе-
динение двух промежутков: 

);7()35;3(  . 
Ответ: );7()35;3(  . 

Системы неравенств с модулями 
Пример 140. (ЕГЭ-2013). Решить 

систему неравенств:  
24 | | | |

2

2 3 1, (1)
| 2 1| 18 5 . (2)

x x x

x x x

   


  
 

Решение. Решим первое неравенство 
системы: 

2 24 | | | | 4 | | | |2 3 1 2 3x x x x x x      . Так 
как обе части неравенства положительны, 
то логарифмируем их от них по основа-
нию 2. 

2 24 | | | | 4 | | | |
2 22 3 log 2 log 3x x x x x x    

2
24 | | | | log 3x x x     

2
24 | | (1 log 3) 0x x      

2
2

24 | | log 0
3

x x    

2
2| | 4 | | log 0
3

x x      
 

 

2
1 20 | | log
4 3

x      
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4
2

| | 0,

3| | log
2

x

x


 



 

4 4
2 2

3 3log log
2 2

x    . 

Можем записать решение первого не-

равенства в виде 44
2 2

2 3log log
3 2

x  . 

Решим второе неравенство системы: 
2| 2 1| 18 5x x x     

2 2(18 5 ) 2 1 18 5x x x x x         

2

2

1 ,18 7 1 0, 2
118 3 1 0 .
9

xx x
x x x

       
    

 

Сравним значения 4
2

2log
3

 и 4
2

3log
2

 

с числами 1
2

  и 1
9

. Так как 4
20 1
3

  , 

то 4
2

2log 0
3
 . Кроме того 

4
2 2 2

2 1 3 1 1log log log 2
3 4 2 4 4
      . 

Значит 4
2

1 1 2log 0
2 4 3

     . 

Заметим, что 4
2 2

3 1 3log log
2 4 2
 

2
1 1log 2
4 8

  . Значит 4
2

3 1 1log
2 8 9
   

Пересекая множества решений 

44
2 2

2 3log ; log
3 2

 
 
 

 системы (1) и 

1 1; ;
2 9

         
   

 системы (2) с учетом 

выполненных оценок, получим, что ре-
шениями данной в условии системы не-
равенств являются все значения 

4
2

1 3; log
9 2

x
 

 
 

. 

Ответ. 4
2

1 3; log
9 2

 
 
 

. 

Системы комбинированных  
неравенств 

Пример 141. (МИОО). Решить сис-
тему неравенств 










 .033289

,0)3(log2
1

5

xx

xx
 

Решение. Решение системы начнем со 
второго неравенства. 

Пусть tx 3 , тогда получим квадрат-
ное неравенство 03289 2  tt , имею-

щее решение 
9
1

t  или 3t . Отсюда 

имеем 
9
13 x  или 33 x  и решение вто-

рого неравенства системы: 
);1[]2;(  . 

Для решения первого неравенства сис-
темы рассмотрим функцию  

)3(log2)( 5  xxxf , 

которая является возрастающей на про-
межутке );2[  , как сумма двух воз-
растающих функций. 

Так как 0)2( f , то 0)( xf  для 
всех значений );2[ x . Следова-
тельно, решением первого неравенства 
является промежуток );2[  . 

Общим решением двух неравенств 
системы является множество 

);1[}2{  . 
Ответ: );1[}2{  . 

Пример 142. (Диагностическая ра-
бота 09.04.13. ЕГЭ-2013). Решить сис-
тему неравенств:  

2

( 3) | 3 | | 1| 0, (1)

( 7 6) 11 0. (2)

x x x

x x x

    


    
 

Решение. Решим первое неравенство 
( 3) | 3 | | 1| 0x x x     , раскрывая мо-
дули на промежутках.  

Для этого рассмотрим три случая.  
1. 1x  . Тогда 3 0, 1 0x x     и  

( 3) | 3 | | 1| 0x x x     
( 3)(3 ) (1 ) 0x x x      

2 5 10 0x x    .  7
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В первом случае при 1x   решений 
нет. 

2. 1 3x  . Тогда 3 0,x   1 0x    и  
( 3) | 3 | | 1| 0x x x     

( 3)(3 ) (1 ) 0x x x      
2 5 8 0x x    . Нет решений. 

3. 3x  . Тогда 3 0,x   1 0x    и  
( 3) | 3 | | 1| 0x x x     

2( 3) (1 ) 0x x     
2 7 10 0 ( 2)( 5) 0x x x x        . 

С учетом условия 3x   получаем 
5x  . 

Итак, первое неравенство системы 
имеет множество решений [5; ) . 

Решим второе неравенство системы: 
2( 7 6) 11 0x x x     . 

2( 7 6) 11 0x x x     

2

2

11 0,
7 6 0

11 0,
7 6 0

x
x x

x
x x

  


   
  
   

2

11,
11 0,

7 6 0

x
x

x x


      

11,
11,

( 1)( 6) 0

x
x
x x


    

11,
1 6.
x

x


  
. 

Пересекая множества решений  
[5; )  системы (1) и [1; 6] {11}  систе-
мы (2), получим, что решениями данной в 
условии системы неравенств являются 
все значения [5; 6] {11}x  .  

Ответ. [5; 6] {11} . 

Пример 143. (Диагностическая ра-
бота 07.05.13. ЕГЭ 2013). Решить сис-
тему неравенств:  

2

2

| 2 1|

(1 10) 10 0, (1)

3 9 0. (2)
x x

x x

x

 

    

 




 

Решение. Решим первое неравенство 
2 (1 10) 10 0x x    . Найдем корни 

уравнения 2 (1 10) 10 0x x    . Дис-
криминант 2(1 10) 4 10D    

2(1 10)  , корни 

1, 2
( 10 1) (1 10)

2
x   

 . Отсюда полу-

чаем 1 1x    и 2 10x  . Тогда решением 
первого неравенства являются все значе-
ния [ 1; 10]x  . 

Решим второе неравенство. 
2

2

2

| 2 1|

| 2 1|

| 2 1|

3 9 0,
0,3 9 0

3 9 0,
0

x x

x x

x x

x
x

x

 

 

 

  


   
  
 

2

2

| 2 1| 2 2

2| 2 1| 2

3 3 , | 2 1| 2,
0, 0

| 2 1| 2,3 3 ,
00

x x

x x

x x
x x

x x
xx

 

 

    
 

            

  

Решим первую систему совокупности: 
2

2
2

2 1 2,
| 2 1| 2,

2 1 2,
0

0

x x
x x

x x
x

x

   
           

 

2

2

2 3 0,
1,

2 1 0, 3.
0

x x
x

x x x
x

   
      

 

Решим вторую систему совокупности: 
2

2
2

2 1 2,
| 2 1| 2,

2 1 2,
0

0

x x
x x

x x
x

x

   
           

2

2

2 3 0,
1 02 1 0,

0

x x
xx x

x

   
      
 

 

Объединяя множества решений сис-
тем, получаем множество решений сово-
купности [ 1; 0) {1} [3; )    .  

Так как 10 9 3  , то пересекая 
множества решений [ 1; 10]  системы 
(1) и [ 1; 0) {1} [3; )    системы (2) с 
учетом выполненной оценки, получим, 
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что решениями данной в условии систе-
мы неравенств являются все значения 

[ 1; 0) {1} [3; 10]x    .  

Ответ. [ 1; 0) {1} [3; 10]   . 

Применение свойств неравенств 
Обычно при решении систем нера-

венств с одной переменной каждое нера-
венство решают независимо друг от дру-
га. В некоторых случаях арифметические 
действия с данными неравенствами яв-
ляются ключевым моментом в решении 
системы неравенств.  

Пример 144. (МИОО). Решить сис-
тему неравенств 

2
5

5

6 4 44 log ( 3),

4 6 44 log ( 3).

x

x

x x

x x

     


   
 

Решение. Перепишем систему нера-
венств в следующем виде  

2
5

5

6 4 44 log ( 3),

4 6 44 log ( 3).

x

x

x x

x x

     

     

 

При сложении неравенств системы од-
ного знака получаем неравенство 

2 4 4 0x x   , являющееся следствием 
системы. Отсюда 2( 2) 0 2.x x     
Проверяем, что при 2x   каждое нера-
венство исходной системы выполняется: 

4 36 4 44,
8 36 44.
  

  
 

Ответ: 2. 
Пример145. (МИОО). Решить сис-

тему неравенств 
2

3

3

2 36 78 log ( 3),

12 2 78 log ( 3).

x

x

x x

x x

     


   
 

Решение. Умножим обе части второго 
неравенства на –1 и сложим два неравен-
ства полученной системы  

2
3

3

2 36 78 log ( 3),

12 2 78 log ( 3).

x

x

x x

x x

     

     

 

Отсюда имеем неравенство  
2 12 36 0x x  

 

или 2( 6) 0 6.x x      

При 6x   второе неравенство исход-
ной системы не выполняется:  

36 64 36 156,
72 64 156.

  
  

 

Ответ: нет решений. 

В некоторых случаях с помощью из-
вестных неравенств удается свести одно 
из неравенств системы к решению урав-
нения. 

Пример 146. (Диагностическая ра-
бота 22.09.12. ЕГЭ-2013). Решить сис-
тему неравенств:  

2 2 2

3

3 2

( 1) 4( 1) (3 1) , (1)
2 4

37 11 . (2)
( 4) ( 4)

x x x

x
x x

    


   
  

 

Решение. Решим первое неравенство 
системы  

2 2 2( 1) 4( 1) (3 1)
2 4

x x x   
   

2 2 22( 1) 8( 1) (3 1) 0x x x         
2 26 9 0 ( 3) 0x x x         

3x   . 
Для решения системы достаточно про-

верить, является ли число 3x    реше-
нием второго неравенства. Подставляя в 
него вместо x  значение 3 , получаем 
верное числовое неравенство: 

3

3 2

( 3) 37 11 10 2
( 3 4) ( 3 4)
 

   
   

. 

Ответ. 3 . 

Пример 147. (МИОО). Решить сис-
тему неравенств 

















.0)37||12

(log)37||12(log
,04410325

2

37
1

2

37
1

22

x

xxx
xx

xxx

 

Решение. Выделяя полные квадраты в 
выражениях под знаками логарифмов, 
приведем второе неравенство системы к 
виду 

   2 2
2 2

1 1
37 37

log (| | 6) 1 log (| | 6) 1
x x

x x
 

     . 
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Так как при всех допустимых значени-
ях x  справедливы неравенства  

2(| | 6) 1 1x    , 

1
37

10
2


x  и 

2

1 1
37
x

  , 

то получаем  2
2

1
37

log (| | 6) 1 0
x

x


   , а

  01)6|(|log 2

37
1

2 


x
x

. Следовательно, 

исходное неравенство будет справедливо 
только в случае, когда его левая и правая 
части равны 0, то есть 2(| | 6) 1 1x    . 
Это возможно при 6x    или 6x . 

Подставляя в левую часть первого не-
равенства системы 6x   , получаем  




 
6

66
666

10
5,2434,04410325

0
10

21
10

5,2431
66

2







 , то есть при 

6x    исходное неравенство неверно. 
При 6x  получаем  
6 6 625 3 10 4 4    

  6 6 610 2,5 3 4 0, 4 0     ,  
то есть при 6x  исходное неравенство 
верно. 

Ответ: 6 . 

Пример 148. (МИОО). Решить сис-
тему неравенств 

2

2

2
5

4 2 2
3 517

log log (5 ) 2,

log ( 17) log ( 3) log 25 79.
x x

x xx

x x

x x 

  


    
 

Решение. Запишем первое неравенст-
во системы в следующем виде 

2
5 2

5

1log 2
logx

x

x
x

  , 

которое определено на множестве  
(0;0, 2) (0,2;1) (1; )   . 

Заметим, что на множестве 
(0;0, 2) (0, 2;1)  выражения 5x  и 2x  по-
ложительны и меньше единицы, а на ин-
тервале (1; )  – больше единицы, то 
есть  2

5log 0x x  . По неравенству между 
средним арифметическим и средним гео-
метрическим имеем  

2
5 2

5

1log 2.
logx

x

x
x

   

Значит, с учетом условия получаем урав-
нение 2

5log 1x x  , которое в области до-
пустимых значений переменной первого 
неравенства системы имеет корень 5x  .  

Второе неравенство при 5x   выпол-
няется: 4 2

2 8 25log 8 log 2 log 25 79    или 
181 1 79
9

   . 

Ответ: 5. 

Неравенство  
с дополнительным условием 

Рассмотрим неравенство с дополни-
тельным условием, которое косвенно за-
дает систему неравенств. 

Пример 149. Все решения неравенст-

ва 0
62

15112 2





x

xx , принадлежащие 

промежутку [ 3;3] . 

Решение. Для решения данного нера-
венства воспользуемся методом интерва-
лов. 

1. Пусть 
62

15112)(
2




 x

xxxf . 

2. );6(log)6log;()( 22 fD . 
3. Найдем нули функции )(xf . 

2 2,5,2 11 15 0
3.2 6x

xx x
x
 

    
 

4. Сравним число 6log2  с числами 2,5 
и 3, и затем определим (см. рис. 31) про-
межутки знакопостоянства функции 

)(xf : 
38log6log 22   

и так как справедлива цепочка сравнений  
2,5

2 2 2log 6 2,5 log 6 log 2   
2,5 2 56 2 6 2 36 25      , 

то 5,26log2  . 
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Следовательно, решения данного не-
равенства – множество чисел  

)3;6(log)5,2;( 2 , из которых опреде-
ляем числа, принадлежащие промежутку 
[ 3;3] :  2[ 3;2,5) (log 6;3)  . 

Ответ: 2[ 3;2,5) (log 6;3)  . 

Пример 150. Укажите все решения 

неравенства 25 3 8
1(1 ) log 2
3xx     , вхо-

дящие в область определения функции 

)1(log
5,0
5,1 2

2
1 




 x
x
xy . 

Решение. 1. Приведем данное нера-
венство к следующему виду 

3
1

)8325(log
1

2





x

x  

и рассмотрим два случая. 
а) Пусть 18325  x , то есть 88 x  

или 1x . В этом случае 
0)8325(log 2  x  и исходное неравен-

ство приводится к виду 

)8325(log)1(3 2
xx   или x

x 8325
8
8

 . 

После замены аx 8 , где 0a , получа-
ем квадратичное неравенство 

08253 2  aa , которое выполняется 

при 8
3
1

 a . Из неравенства 88
3
1

 x  

с учетом условия 1x  получаем 

13log
3
1

2  x . 

б) Теперь рассмотрим случай 

25 3 8 0,
0 25 3 8 1

25 3 8 1

x
x

x

        
  

2
1 251 log
3 3

x   . 

В этом случае 0)8325(log 2  x  и 
исходное неравенство приводится к виду 

)8325(log)1(3 2
xx   или к совокуп-

ности 

2
1 18 , log 3,
3 3

1.8 8

x

x

x

x

     
 

 

Отсюда получаем решение для второго 

случая: 
3
25log

3
11 2 x . 

Таким образом, имеем решения ис-

ходного неравенства: 13log
3
1

2  x  

или 
3
25log

3
11 2 x . 

2. Найдем область определения данной 
функции, которая задается условием 

0)1(log
5,0
5,1 2

2
1 


 x

x
x . Так как 

0)1(log 2

2
1 x  при 0x , то последнее 

неравенство выполняется. Для 0x  
имеем 0)1(log 2

2
1 x  и неравенство 

0
5,0
5,1





x
x

, которое выполняется при 

]5,1;5,0(x . Итак, область определения 
функции   ]5,1;5,0(0)( yD . 

3. Сравним числа 3
2

 и 2
1 25log
3 3

:  

2
3 1 25log
2 3 3
   2

9 25log
2 3
 

4,5 252
3

   9 6252
9

 

625512
9

  . 

Значит, 5,1
3
25log

3
1

2  . Тогда условию 

задачи удовлетворяют все значения 

  







3
25log

3
1;1)1;5,0(0 2x . 

Ответ:   2
1 250 (0,5;1) 1; log
3 3

   
 

. 

 
Рис. 31 

2,5 x

 
log26


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Системы неравенств 
с дополнительными условиями 

Рассмотрим систему неравенств, в ко-
торой  из множества ее решений необхо-
димо отобрать решения, удовлетворяю-
щие дополнительному условию.  

Пример 151. Найти сумму целых ре-
шений системы неравенств 

2 2
51 1 9

9 5

32

32

log log log log

1

1

2log | | log ( 12) ,
log ( 7) log ( 7)

9 5 .
x x

x

x

x x
x x




 
  



 

 

Решение. 1. Множество решений пер-
вого неравенства системы было получено 
при рассмотрении примера 39: 

]4;1()1;0()0;3[)6;7(  . 

2. Второе неравенство системы опре-
делено при условиях 

2

2
5 2

2
5

0,
0, 1,

log 0,
1.1

log 0

x
x x

x
xx

x

 
   

       

 

Преобразуем это неравенство  

2 2

2 2
51 1 9

9 5
log log log log

9 5 log 5 log 9
x x

x x
   

2

5log 0.
9x

    

Последнее неравенство выполняется 
при 2 1x  , то есть на всей области опре-
деления второго неравенства системы. 

3. Получаем решения исходной систе-
мы неравенств ( 7; 6) [ 3; 1) (1; 4]      , 
содержащие целые решения –3, –2, 2, 3, 
4. Сумма целых решений системы равна 
4.  

Ответ. 4. 

Упражнения 
В упражнениях 1 – 40 сравните числа: 

1. 
7
8

a  и 
7
9

b ; 2. 
11
6

a  и 
11
7

b ;  

3. 
9
6

a  и 
9
7

b ; 4. 
123
13

a  и 
129
13

b ; 

5. 
5
4

a  и 
6
5

b ; 6. )3(,0a  и 
3
1

b ;  

7. 
119
124

a  и 
129
137

b . 8. 103a  и 104b ;  

9. 135,0a  и 137,0b ;  

10. 105,0a  и 205,0b ;  

11. 1514a   и 254b  ;  

12. 100)22(a  и 498b  ;  

13. 3002a   и 2003b  ;  

14. 
3
2

3
2 







a  и 1b ;  

15. 503a   и 306b ;  16. 523a   и 394b  . 
17. 52a  и 19b ;  

18. 3
7
22

a  и 3b   ;  

19. 3

124
123

a  и 3
123
122

b ;  

20. 8 10a  и 4 3b ;  

21. 4 206 a  и 51b ;  

22. 56 a  и 78 b ;  

23. 67 a  и 1012 b ;  

24. 173 a  и 155 b . 

25. 5log 5,0a  и 6log 5,0b ;  

26. 
13
9log 2a  и 

15
11log 2b ;  

27. 5log8a  и 5log 6b ; 

28. а) 5log 5,0a  и 6log 6,0b ; 

б) 6,0log4a  и 7,0log 5b ; 

в) 7,0log 6,0a  и 8,0log 5,0b ; 

г) 2log 3a  и 3log4b ; 
29. 10log3a  и )3lg1(4 b ; 
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30. 5log 32a  и 2log 35b ;  
31. 7log 54a  и 4log 57b ;  
32. 29log 7a  и 13log6b ; 
33. 2log3log 32 a  и 2b ; 
34. 7log6a  и 8log 7b ; 
35. 4log 3a  и 6log 5b . 

36. 3log 5a  и .
3
2

b   

37. 5log2a  и 
3
12b .  

38. 
2
1log 2log 3

a  и 1b . 

39. )345(log3 a  и 
3
7

b . 

40. 8log 32a  и 5,1b . 

В упражнениях 41 – 272 решите нера-
венство: 

41. 03cos2cos)3cos2(cos2  xx . 

42. 0
25
62)5()4( 2 





  xxx . 

43. 0)3)(352( 32  xxx . 

44. 0)2011)(23( 22  xxxx . 

45. 0
5

1582





x
xx .   46. 

2 2
1 cos 1 cos

x x
x x




 
. 

47. 0

7
11

1
1

1









x

x . 48. 1 1
2x x




. 

49. 1 4 4
1

x
x





. 50. 02

1
32 



xx

. 

51. 
473
132

352
123

2

2

2

2








xx
xx

xx
xx . 

52. 22

22

2

2

2

2

)1(2
)52(

)1(
96

)1(
44













x
xx

x
xx

x
xx . 

53. 0
23

4
1

86
2

2










xx
x

x
xx . 

54. 0
3
3216)32)(3( 2

2 




xx

xxxx . 

55. 1
)7)(4)(2(
)7)(4)(2(





xxx
xxx . 

56. 2
2

1 5 5
5 7

x x
x x

  
 

. 

57. 2| 2 4 | 4x x   . 

58. 2 | 6 24 | 16x x   . 
59. 2 5 2 | 3 | | 1|x x x     . 

60. xxxx  22 2|2| . 
61. 2 || 2 | 3 | 4x x    . 

62.   0|1|2|1| 2  xxx . 

63. 784|782| 2323  xxxxxx . 

64.  |103||82| 223 xxxxx  
|10113| 23  xxx . 

65. 22|28| 22  xxxx . 

66. 2
2
12





x
x

. 67. 
2

2
2 1

2 3
x x
x x

 


 
. 

68. x
xx
xx 3

2||
)2)(1(

2 

 . 

69. 0
|75|5
43|72|





xx
xx . 

70. 2 | 3 | | 5 |
| 5 | | 3 |

x x
x x
 


 

. 

71. 1| 2 | 3
5 | 2 |

x
x

  
 

. 

72. 0
61710

3||2)1(
2

22322





xx

xxxxxx . 

73.   0212
1

14532
2







 








  x

xx
x . 

74. 02110)128( 22  xxxx . 

75. 2 5 3x x x     . 

76. 4 16 7x x   .  77. 8 2 1 0x x    . 

78. 3 2 4
2 3

x x 
 .   79. 2 2

1 2
x

x


 


. 

80. xxx 1058252  . 

81. 1 12 5x x    . 

82. 5 3 5 2x x    . 

83. 6512734 222  xxxxxx . 
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84. 
10

28
92

28 22








x
xx

x
xx . 

85. 0
62

252
2

2





xx

xx . 

86. 2
7

26452





x

xxx . 

87. .
1

11 3

x
x

x



  

88. 0
17
1212





x

xx . 

89. .
1

51475
23





x

xxxx  

90. .3
2

2





x
x     91. .4

2
2

x
xx   

92. 3 3 2 | |x x  .   93. 6 3 | 1|x x   . 

94. 
2 4 3 0

| 2 1|
x x
x x
 


 

. 

95. |12|3623532 22  xxxxx . 

96. 34
|43|

)2(683




 x
x

xxx . 

97. 



















 

2
2

16
11684

x
xx

x
x  

2
2

16
11685 














x

xx . 

98. 244)14(1|)|21( 22  xxxxx . 

99. 4 2 9784228442  xxxx . 

100. 
2 3

2(0, 2) 5
x

x

  . 

101. 
267 49 4

2 4 49

x
x


       
   

. 

102.    
11
15 2 5 2

xx
x



   . 

103. 2 1 33 11x x  . 

104. 2 1 2 1 2 22 3 3 7 2x x x x     . 
105. .8993339 1222   xxx  
106. .5,102323 11   xxxx   

107. 
3
1)1()(2  xfxf , где 

2
3)( xxxf  . 

108. 0
2
324 21   xx . 

109. 08294  xx . 
110. (МГАП). 3 49 16 21 21 9 0x x x      . 

111. 2 2 15 3 15 5 8 15x x x     . 

112. (МГАП) 
2 2 2 44 10 2 2 0x x x x     . 

113. 
2 2 22 6 3 3 1 2 6 32 6 3 0x x x x x x       . 

114. 09622 5333 22
  xxxx . 

115.   0222 5,05,0112   xxxxxx . 

116. 7233235 33232132 222
  xxxxxx . 

117. 12121222 2222
3553   pppppppp . 

118. xxx   212 25,01442
2

. 

119. xx )223(43)223(  . 

120. 1052
1

 xx . 121. 
2 2 25 2x x x  . 

122. 4
3
1







 x

x

. 

123. 254 242
2

xxxx  . 

124.  2 21 1 1arccos 2 10 10 99 0x x x     . 

125.  2 3 213 5 0,2 0
27

x x     
 

. 

126. .233122 1222 xxxx xx     

127. 2
8 8

11 120 11x x


. 

128. (МИФИ). 14
17

307
1 



x

x

. 

129. 
43

323 1





x

x
x .  

130. (МИЭМ). 
3
253

1
253








xx

xx

. 

131. 0
12

123412
2

11




 

xx

xxx

. 

132. 0
3

3,03)4( 1
1












 

x

x x

. 
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133. 0
)204)(83(

432)52(

4

1
















xx

x

x

x

. 

134.    0
145

273322
2 




xx

xx

. 

135. 0
15

)5,0(4 12223 22




 

x

xxxx

. 

136. 
x

xx

x














3
21

23
38

2

. 

137. | |9 6 3 11x x   . 

138. .016210212 2
4












xx

x

 

139. .2334917 xxxx   
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172. (ЕГЭ 2011).  
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176. (ЕГЭ 2010). 

x
x

x

x 2loglog
1

)8(log

4log

2
1242

42 



. 

177. (ЕГЭ, 2010) 1
log

)2(log
2

69

69 






x

x

x

x
. 
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


x
x . 

186. 6)(loglog 2
2

2
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
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210. 3
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211. 2
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В упражнениях 274 – 286 найдите об-
ласть определения функций: 
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290. (ЕГЭ 2006). Найдите все значения x , 
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функций 
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4 6
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
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функций 2( ) log (5 14)f x x   и ( ) 10g x   
меньше, чем 2. 
292. (МАИ). Определите множество всех 
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x
xx

xx

 

365. 





 

.2)2(log
),1227lg()12lg(2lg)1( 1

x
x

x

xx

 

366. 















.2lg2)5lg(7lg

,0
6416

4
2

2

xx
xx

x
 

367.  




















 



 .0312

,0
15log

7
10log

)2)(8(

3

23,0

x

xx

 

368.  






















 



.02

,0
15log

3
1log

2log3log

35

2
2
2

xx

xx

 

369. 














.0)23(log

,1)(log

2
3

2
3

2
x

xx

x xx
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370. 








.1))64((loglog

,2log

2

23

x
x

x x
 

371. 










.log56log
,323

2
2
2

4loglog 3
2
3

xx
x xx

 

372. (МИОО, 06.03.13).  

1 2 5log (2 5) log ( 1) 2,

25 20 2 16 0.
x x

x x x

x x    


   
 

373. (ЕГЭ 2013).  
3

2 2

2 17 2 25,
3 5 3 15 2 4 1.

4 5

x x

x x x x x
x x

   

    

    

 

374. (МИОО, 27.09.11).  

2
2

5 1 7 0,
4 9 20

8 7 14 8 57.

x x x
x x x

x x

          
    

 

375. (МИОО, 07.12.11).  
2

2

2 6 5 1,
2 3

25 4 | 8 5 | 80 64.

x x
x

x x x

  



    

 

376. (МИОО, 07.12.11).  

5 4
1 1

log (6 ) log ( 3) 0,

| 2 6 | | 2 6 | 2.
x x

x x

x x
x x

 

  

   


   
 

377. (МИОО, 07.12.11).  

3 5
1,2 1,2

log ( 1) log (4 ) 0,

2 2 2 2| 2.
3 3 3 3

x x
x x

x x

x x

 

 

   



   


. 

378. 

2 3
10

2 2

log (1 3 3 ) 0,
2 1 .

12 32 10 24

x x x x

x x x x

    



    

 

379. (Трен. работа №1, alexlarin.net).  

  5

2

log 2

4( ) 3 | 2 1| 3,

25 2 sin 25 5 0.xx

x x x

x x 

    


    
 

380. (Трен. работа №2, alexlarin.net).  

 
   

1 4 2

2

3

3 9 0,
10 3 3 3

3 2 5 2 6

3 2 3 2 3 2 .

x

x x
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x



 
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  
    


        

 

381. (Трен. работа №7, alexlarin.net).  

2

| 2 1| | 2 1| 3 | 2 |,
874 1 12 ( 1) ( 1) .
875 35 25

x x x

x x x x

    

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382. (Трен. работа №9, alexlarin.net). 
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x x x x
x x

   


  


   
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383. (Трен. работа №11, alexlarin.net).  

2log

5

4 ,

3 3 0.
9 30 3 81

x

x

x x

x
x

 


 
   

 

384. (Трен. работа №12, alexlarin.net).  

2
2

6 3 ,
3 1

6 3 183 18 .
2

x
x

x xx x
x

  


     

 

385. (Трен. работа №13, alexlarin.net).  

4 2
2

2

5 4log 5 4 0,
4

(3 1) 4 3 0.x

x x x
x

x x

       
    

 

386. (Т.р. №16, alexlarin.net).  
2 2 2

2 2 2
2 2 2

1 1 1

1 2
3

4 3 6 4 9 ,
log | 2 | log 3 2.

x x x
x x x x x x
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  
     
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387. (Трен. работа №20, alexlarin.net).  

 
2
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log 2

2
1

log

4 8,

log 4 20 22 0.

x
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388. (Трен. работа №24, alexlarin.net).  

3

3 4 2 9 ,
log 7 2.
log 3 3

x x

x

x
   



 

 

389. (Форум alexlarin.net).  
2 1 2

2
9
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log 3 log 3.

x x x
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 


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390. (Трен. работа №26, alexlarin.net).  

 
221

1 88
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log 2 log 2.

xx x x
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
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391. (Трен. работа №28, alexlarin.net).  
2

2 2
4 2

2 2 3 0,
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392. (Трен. работа №29, alexlarin.net).  

2
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log log ( 4 3) 0.

x

x

x x

 
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393. (Трен. работа №30, alexlarin.net).  
3 3 3

0,1

2 2 16 2 ,
log (10 9) 1.
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x x
x

    

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394. (Трен. работа №32, alexlarin.net).  

6

2

6 2
3

4 315 1 ,
4 3 4

log (3 2 6) 6.

xx

x x

x
x x

        
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395. (Трен. работа №33, alexlarin.net). 
2 1

3

1
1
5

2 log (27 9 3 3),

log (6 36 ) 2.

x x
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
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
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396. (Трен. работа №34, alexlarin.net). 

4
5 25

1

2 14

5log log ( 5) 1,
2

128 27 4 .
729 8 81
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x
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
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
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397. (Трен. работа №39, alexlarin.net).  
2 23 3 1

2
2

9 3 28 3 ,
log (3 ) 2.

x x

x x x

  



   


 
 

398. Трен. работа alexlarin.net).  

 

 

2

2

2
17

3 7 3 7

4 13

log (21 10 )

1 log (8 3 7) log 2 ,
2

2 3 8 1 0.

x

xx x

x x


 

 


  


   



   

 

399. Найдите все натуральные значения 
x , удовлетворяющие системе неравенств  
















.4)1(log

,
3
25

3

2 x
x

x
x

x
x

x
 

400. Найдите все целые значения x , 
удовлетворяющие системе неравенств  













.1)1lg(

,2
2
8

x
x
x

 

401. (МАИ). Найдите множество значений 
x , при которых наибольшее из чисел 

26 2x x   и 2 x  не меньше 3. 

402. (МАИ). Найдите множество значений 
x , при которых наименьшее из чисел 

24 x  и 1 x  не больше 0,5. 

403. (ЕГЭ 2005). Найдите все значения a , 
при каждом из которых наибольшее из 
двух чисел 34 2 3a ab     и 

32 4 9a ac      меньше 6. 

404. (ЕГЭ 2005). Найдите положительные 
значения a , при каждом из которых наи-
меньшее из двух чисел 

2 2 66 (2 )b a a a a    и 6 36 1c a a     
не меньше – 4. 

405. (ЕГЭ 2005). Найдите все значения 
1a  , при каждом из которых наименьшее 

из двух чисел 22log (27 ) log 3 1a ab a    и 
2 6
3 3log log (9 ) 6c a a    больше – 4. 
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381. 1 6 71 6 71 1; ;
2 175 175 2

      
    
   

. 

382. [0;1,5) {5} . 383. (0; 0,2) [2; 3) . 
384. { 6} [3; 4]  . 385. ( ; 4) {3}   . 

386. [ 2;1) . 387. 3 5 3;
2 2

 
  
 

. 

388.   31 ;1 1; 3 [9; )
3
    

. 

389. 2
1 4 70; ; (1; log 3]
9 9 9

         
. 

390. (0;1) . 391.  4;1 {2}  . 

392. 32 2;
4

   
. 393.  lg 9;1 . 

394. 3
4

13; log
4

 
 
 

.  

395. 6( ; 1) [log 5;1)   . 

396. (0; 0,5] (5; 7] . 397. (2; 7) . 

398. 
12;
2

    
. 399. 2. 400. 2; 3.  

401. [ 3; )  .  

Указание. 
,

max{ ; }
.

b d
b c d

c d


  
 

402. ( ; 3,5] [0,5; )    .  

Указание. 
,

min{ ; }
.

b d
b c d

c d


  
 

403. 2 2( ; log 5) ( log 3;0)    .  

Указание. 
,

max{ ; }
.

b d
b c d

c d


  
 

404. 3
3

10; 1; 2
5

       
.  

Указание. 
,

min{ ; }
.

b d
b c d

c d


  
 

405.  7 3;9 (81; )  . 
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